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Jentrade

Dai timps di Josef Marchet i furlans a an smirat a transforma la lor fevele, il
furlan, intune lenghe di 4s normal in dutis lis situazions de vite moderne, fasint-
le jentra ancje tai setors plui specializats e slargjantle ai regjistris plui “alts” de
comunicazion inteletual: sience, filosofie, teologjie. Daspo la aprovazion des lecs
statal e regjonal su la tutele dal furlan, cheste volontat di “normalizazion” (in sens
catalan) e je deventade la politiche lenghistiche uficial des Instituzions furlanis,
almancul a nivel teoric. Chest al val di, in particular, la introduzion dal furlan
tes scuelis - de materne fin a 'universitat - tant che lenghe di insegnament. Chest
al vares di puarta, cul timp, i insegnants a fevela par furlan ai lor arléfs di sience,
leteradure, filosofie, e di sepi Diu ce, e dut chest come fat curicular, al ven a stai
normal.

Par rendi chest meracul possibil a coventin une serie di azions preventivis:

a) indota la lenghe furlane dai regjistris sientifics e, in specific, introdusi il lessic
tecnic de matematiche, de fisiche, de biologjie;

b) forma i insegnants;

¢) pronta i supuarts didatics: i libris ma ancje i imprescj informatics;

d) meti dongje une leteradure sientifiche, sei divulgative che di ricercje, par furlan.

In chestis direzions alc si € za mot; ancjemd poc ma il proces al e invidt. O
vin il lavor su la nomencladure di diviersis dissiplinis, sientifichis e no (ativitat
l1a che si  distint 'Istitut Ladin Furlan “Pre Checo Placerean”). O vin ca e la
cualchi articulut che al trate, a nivel divulgatif, di arguments sientifics. In fin o
vin un prin libri sientific dut te nestre lenghe: “Il cjaf dai furlans” dal innomenat
neurolenghist Franc Fari. Poc e nuie, ma o vin di visasi che la sience par furlan
e je une ativitat cuntune storie une vore resinte; si pues di che e & ancjemo di
parti in maniere sistematiche. Chest Zenar un trop di furlans si son dats dongje
te Societat Sientifiche e Tecnologjiche Furlane (SSTeF) par da une sbruntade in
cheste direzion.



Vué o vin il plasé di saluda la publicazion di un secont libri sientific scrit par
furlan “Une introduzion ae analisi matematiche” di E. Paolini e M. Fogale. Si
trate di un test precids par plusors resons. Intant al € il prin libri di matematiche
stampat par furlan. Si trate di un “vér” libri di matematiche, no di un test di-
vulgatif. Par consecuence il libri al dopre il stil rigoros, sut e “economic” tipic
dal lenga¢ matematic. Un stil une vore formalizat, fat di secuencis logjichis di
definizions, proposizions, lemis e teoremis, 14 che ogni peraule e & une s6 valence
tecniche definide, e nissune peraule e je di masse. Pe lenghe furlane si trate de
concuiste di un regjistri lenghistic gnuf, il plui formal e astrat che al sei, e duncje
ancje de dimostrazion pratiche che la lenghe e pues jonzi cualsisei regjistri.

Secont: si trate di un test didatic svelt, util par impard 1’analisi matematiche
o par ciri fir un teoreme cuant che al covente. Un test che al pues jessi doprat
dai students dai ultins agns dal liceu - o ancje a I'inizi de universitat - par studia
I’analisi matematiche cun facilitat, cence pierdi nuie rispiet a un test tune cualsisei
altre lenghe. Al & ancje un libri fortunat, tal sens che al jes tal moment just, propit
cuant che al tache a coventa.

Tierc: l'analisi matematiche e je une materie no dome fondamental, ma ancje
strumental par cuasi dutis lis altris dissiplinis sientifichis e tecnichis (la fisiche,
I'inzegnerie, e vie indenant). Cun chest libri Paolini e Fogale a an butadis ju lis
fondis par fevela par furlan di dutis chestis materiis.

11 titul dal libri “Une introduzion ae analisi matematiche” al pant la nature (e
Pambizion) dal libri. Si trate di un libri che al introdus a la materie, esplicant i
concets, i metodis, i esemplis e i risultats fondamentai, lassant a seguitifs profondi-
ments i risultats di nature plui specializade. Pi di mancul si trate di un libri rigoros
e ben construit, cuntune impostazion moderne e direte. Un test ancje complet (tai
limits des finalitats che i autors si son dats). In sumis, un libri che al sta a par cui
mior tescj de so categorie.

Il fat di jessi une introduzion, e di jessi dut somat un test curt, al & un avan-
tac. No dome par vie che al pues jessi consultat tant che riferiment rapit, ma
soredut parce che al pues jessi doprat di une platee une vore largje di utilizadors
e duncje al pues juda cetant ’afermasi de nestre lenghe sicu lenghe sientifiche.
Tal construi une leteradure sientifiche par furlan, al rione parti di tescj sientifics
cuntun potenzial di letors il plui larc possibil. La sielte fate dai nestris doi autors
e je, cence fal, la mior possibile sot chest aspiet. Al coventares in curt ancje un
test di gjeometrie gjeneral e/o algjebre linear; o invidi i ben intenzionats a scrivilu.



Par dutis chestis resons, i furlans - almancul chei che a an interes sientifics - a
scuegnin jessi agrats a Paolini e Fogale pe vore fate. Al reste ancjemo un cantin
di fronta, chel plui problematic. O vin dit che chest libri - propit pe s6 fondamen-
talitat - al bute lis fondis dal lengag sientific furlan no dome te matematiche. Al
¢ destin che cui che al scrif par prin di une materie intune lenghe al fisse no dome
la relative nomencladure, ma al definis ancje il sens tecnic precis des peraulis (un
lengag tecnic al & diviers de lenghe di ogni di propit parce che lis peraulis a an
significancis definidis; peraulis che a son sinonims tal Gs corint no lu son tal us tec-
nic). Chest, potenzialmentri, al varés di sucedi ancje cun chest libri. Lis soluzions
dopradis dai autors sono simpri lis miors possibilis? No lu sai. Cualchi viag lis
lor sieltis a son disferentis di chés racomandadis tal libri “La nomencladure des
matematichis” di De Clara, Mitri, Pittana. In font si trate nome di convenzions.
Dut cés su chescj aspiets convenzionai bisugnara metisi d’acuardi in curt. O pir
si & di sperd tune produzion sientifiche par furlan avonde bondante e cualificade
di cjatasi cun des sieltis che si imponin cu la fuarce de cuantitat e cualitit de
leteradure tecniche che lis adote. Sperin ben.

Sergio Cecotti
VicePresident de SSTeF






Preambul

“Il distin dai popui al é mistereos. No si sa ni cuant che a nassin, ni cuant che a
muerin, Chest al parten al misteri di Diu e de storie. N6 pero o podin, o scugnin
metile dute par restd vifs, par jessi ators, sogjets, protagoniscj de nestre storie...”
(Antoni Beline)

Une introduzion ae analisi matematiche al & un progjet che al nas cun dos fi-
nalitats: di une bande al & un lavor di didatiche de matematiche, di ché altre al e
ancje un lavor di ricercje terminologjiche su la lenghe furlane. Il test al & pensat
principalmentri par students universitaris e al fronte in mut sintetic i arguments
fondamentai di un prin cors di analisi matematiche. Ae fin di ogni cjapitul si cjate
ancje une picule racuelte di esercizis. Dal pont di viste terminologjic, o vin tignut
come riferiment i lavors sul lessic de matematiche che a son citats tes notis biblio-
grafichis ae fin dal libri. In cualchi cés, pero, o vin sielztt des soluzions diferentis
parce che nus an parit plui funzionals e doprabilis. Chest al & stat simpri fat su
la fonde di esperiencis reals di didatiche in lenghe furlane. O sperin che il nestri
lavor al sedi util.

Pagna, ai 6 di Mai dal 2001.
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Cjapitul 1

Spazis metrics e topologjics

1.1 Spazis topologjics

Definizion 1.1 Considerin un insiemit' X no vueit e une classe T di sotinsiemits
di X. La cubie (X,7) e ven clamade spazi topologjic se e dome se a valin lis
propietats sequintis:

1) X e linsiemit vueit i partegnin a T,

2) Vunion infinide di elements di T i parten ancjemo a T,

3) Uintersezion finide di elements di T i parten ancjemo a T.

7 e ven clamade topologjie sul spazi topologjic X e i siei elements a son clamats
insiemits vierts (o plui semplicementri vierts) di X.

Definizion 1.2 Che al sedi X un spazi topologjic e S un so sotinsiemit. Se il
complementar di S in X al é viert alore S si dis sierat di X.

Definizion 1.3 Che al sedi X un spazi topologjic. Se par ogni cubie di elements
distints a e b di X a esistin doi vierts A e B di X che a an intersezion vueide e
tdi che a € A e b€ B, X si dis spazi topologjic di Hausdorff.

Definizion 1.4 Che al sedi X un spazi topologjic, p un element di X. Un insiemit
W si dis circondari® di p se al esist un viert V che al conten p e che al é contignit

di W.

Definizion 1.5 Che al sedi X un spazi topologjic, I un so sotinsiemit e T un
element di 1. Si dis che x al é un pont di acumulazion di I se cualsisei circondari
di = al conten un pont di I diferent di x.

Ipar inglés: set. Altris propuestis par chest tiermin a son intune [NM], adune [L2000].

3

par inglés: neighbourhood. Par italian: intorno. Cheste soluzion si le cjate in [L.2000].

13



14 CJAPITUL 1. SPAZIS METRICS E TOPOLOGJICS

Definizion 1.6 Che al sedi X un spazi topologjic, I un so sotinsiemit e T un
element di X. Si dis che = al é un pont aderent di I se ogni so circondari al
conten almancul un pont di I.

Definizion 1.7 Che al sedi X un spazi topologjic, I un so sotinsiemit e x un
element di X. Si dis che x al é un pont interni di I se al esist un so circondari
che al é contignit di 1.

Definizion 1.8 Che al sedi X un spazi topologjic e V un so sotinsiemit. L’in-
siemit V. format di ducj i ponts aderents di V al ¢ clamat clusure® di V in
X.

Definizion 1.9 Che al sedi X un spazi topologjic e V. un so sotinsiemit. L’in-
sitemit format di ducj i ponts internis di V al é clamat part interne di V in

X.

Proposizion 1.10 Che al sedi X un spazi topologjic e V. un so viert. Alore V al
coincit cun l'insiemit dai siei ponts internis.

Dimostrazion:
Al e clar che se p al & un pont interni a V' alore p i parten a V. Di ché
altre bande se p i parten a V, alore V al € un circondari di p.

|

Proposizion 1.11 Che al sedi X un spazi topologjic e S un so sierat. Alore S al
coincit cul insiemit dai siei ponts aderents.

Dimostrazion:

Al e clar che se p i parten a S alore p al &€ un pont aderent di S. Di ché
altre bande che al sedi p un pont aderent di S e metin par assurt che
p no i partegni a S. Alore p i parten al complementar di S che al & un
viert e duncje p al & un pont interni dal complementar di S par chel
che o vin za dit. Duncje al esist un circondari di p (il complementar
di S) che nol interseche S e chest al va cuintri de ipotesi di p aderent
as.

|

Proposizion 1.12 Che al sedi X un spazi topologjic e V' un so sotinsiemit. La
clusure V di 'V in X e je un sierat.

3par inglés: closure, la soluzion propueste in [1.2000] e je cludidure.
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Dimostrazion:

Al baste fa viodi che il complementar di V in X al & viert. V¢ e ten
dentri ducj e dome chei elements a di X che a an un circondari V,, che
al & intersezion vueide cun V. L’insiemit

I=|J v,

aeve

al conten V¢ e in plui e al & viert parce che al & union di vierts. Di
ché altre bande I al & ancje contigniit di V¢, parce che ogni V, al &
contigniit di V¢, Di fat, par vie che V, al & viert, par ogni pont p di
V, al esist un circondari di p che al € contigniit in V. Duncje al salte
fir pulit che p no i parten a V.

|

Par vie che il complementar de clusure di un insiemit cualsisei al coincit cun la
part interne dal complementar, al ven pulit che e val ancje la seguint.

Proposizion 1.13 Che al sedi X un spazi topologjic e V un so sotinsiemit. La
part interne di V in X e je un viert.

Definizion 1.14 Che al sedi (X, 7) un spazi topologjic e A un sotinsiemit di X .
La classe di insiemits T4 = {BN A|B € 1}, si dis topologjie indusude di X sore
A.

Si pues di fat viodi cun facilitat che la cubie (A, 74) e je un spazi topologjic.

Definizion 1.15 Che al sedi (X, T) un spazi topologjic. Une classe B di vierts di
X si dis base pe topologjie 7 se ogni element di T al é union di elements di B.

Teoreme 1.16 Che e sedi B une classe di sotinsiemits dal insiemit X. Alore B
e je une base par une topologjie su X se e dome se

1) X e je lunion di ducj i elements di B

2) seb el ason elements di B, alore, par ogni pont p € bN\b, al esist un element
di B che al ¢ circondari di p e che al é contignit in bNb'.

Dimostrazion:

Che e sedi B une base par une topologjie, alore X al & un viert e duncje
union di elements di B. Se b e b’ a son doi elements di B, alore a son
vierts. Duncje ancje la la 16r intersezion e je vierte e partant union di
elements de base B. Al ven pulit che al esist un element di B che al
¢ contigniut in b N b e che il pont p i parten. Di ché altre bande se a
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valin i ponts 1 e 2 alore B e je une base par une topologjie. Di fat che
e sedi 7 la classe di insiemits formade da ducj i sotinsiemits che a son
union di elements di B. L’insiemit vueit e I'union vueide di elements
di cualsisei famee duncje i parten a 7, di ché altre bande X € B e
duncje X € 7. Ancje I'union infinide di elements che i partegnin a 7 e
je ancjemo un element di 7. Al reste di fa viodi che l'intersezion finide
di elements di 7 i parten ancjemo a 7. Che a sedin A; e Ay elements

di 7, alore al val
A1:UbjeA2: Ubj
il jeJ

dula che b; € B par ogni¢ € I e b; € B par ogni j € J. Alore par ogni
1 e 7 al val

A1 NAy = (U b,) N (U bj) = U((h N b])

Pal pont 3 o vin che par ogni pont p € b; Nb; al esist un element b, di
B che al conten p e che al & contignit di b; N b;. Duncje al val

binbi= |J b

pebmb‘i
Al ven pulit che A; N Ay i parten a 7.

|

Definizion 1.17 (continuitat e topologjie) Che a sedin (X,7) e (Y,7*) doi
spazis topologjics. Une funzion

f(X7) = (Y,77)
st dis continue se par ogni b che i parten o 7 al val

o) e

Definizion 1.18 Che al sedi (X, 7) un spazi topologjic. Une cualsisei famee di
insiemits {A; }ier cun A; € T par ogni i € I e tal che

x=J4

i€l

e ven clamade cuvierzidure* di X.

4par inglés: covering. Par italian: ricoprimento.
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Definizion 1.19 (compatece e topologjie) Un spazi topologjic si dis compat
se di ogni cuvierzidure si pues gjava fir une sotcuvierzidure finide.

Teoreme 1.20 Un sotinsiemit Y di un spazi topologjic compat X al é compat (te
topologjie indusude) se e dome se al é sierdt.

Dimostrazion:

Che e sedi R une cuvierzidure di Y. Alore o viodin che RU {X \ Y’}
e je une cuvierzidure di X e, dal moment che X al & compat, o podin
cjata une sotcuvierzidure finide di X. Gjavant di cheste cuvierzidure
il viert X \ Y o vin une sotcuvierzidure finide di Y.

|

Teoreme 1.21 Che e sedi f : X — Y une funzion continue fra spazis topologjics.
Se K al é un compat in X alore f(K) al é un compat inY.

Dimostrazion:

Al baste fa viodi che se R e je une cuvierzidure di f(K), la famee
R = {f Y(A) A € R} e je une cuvierzidure di K. Duncje R’ e amet
une sotcuvierzidure finide di K. A cheste sotcuviezidure i corispuint,
simpri par tramit di f, une sotcuvierzidure finide di f(K).

|

1.2 Spazis metrics

Definizion 1.22 Considerin un insiemit X no vueit. Une funzion
d: X xX - R"

tal che par ogni a, b e ¢ elements di X a valin

1) d(a,a) =0

2) d(a,b) = d(b,a) (simetrie)

3) d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) (disevualiance triangoldr)

e ven clamade distance. Il numar real v = d(a,b) si clame distance fra i elements
aeb.

Definizion 1.23 Un insiemit X dotat di une distance d al ven clamat spazi
metric.

Definizion 1.24 Che al sedi (X, d) un spazi metric, xo un element di X e p un
numar redl. Si dis sfere (vierte) di centri zg e rai p 'insiemit

S(zo,p) = {z € X |d(zg,x) < p}.
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Un spazi metric al pues jessi dotat di une struture natural di spazi topologjic, che
al vil di, in buine sostance, che ogni spazi metric al & ancje un spazi topologjic.
Di fat al baste defini la topologjie 7 in cheste maniere:

T={V|Vz eV Ir>0|S(z,r) CV}

Al & clar che cuant che intun spazi metric si fevele di vierts, sierats, ponts di
acumulazion, funzions continuis e vie indenant, o stin considerant cheste topologjie.

Definizion 1.25 Si dis che un sotinsiemit di un spazi metric X al é limitat se e
esist une sfere S tal che Y C S.

Teoreme 1.26 Che al sedi X un spazi metric e K un sotinsiemit compat di X.
Alore K al é sierat in X.

Dimostrazion:

Che al sedi z un pont di acumulazion di K e metin par assurt che z ¢
K. Definin Ay = K\ S(z,1/2), Ay = KNS(z,1/2k)\ S(z,1/(2k + 1))
par k = 1,2,... e considerin la famee R = {A; : k =0,1,2,...}. R
e je une cuvierzidure di K. Se e esistés une sotcuvierzidure finide di
R, o varés che K C K\ S(z,1/(2n)) par cualchi n. Chest al & assurt

parce al viil di che z nol € un pont aderent di K.

|

1.3 Topologjiis e metrichis sore spazis reai
I elements di R™ a son lis n-plis (z1, 9, ...,2,) duld che z; € R par ogni i =

1,2,..,n. Sore R™ pal solit si definis la metriche derivade de distance pitagoriche.
Che a sedin = = (z1,%9,...,2,) € y = (Y1,Y2, ..., Yn) alore

d(z,y) = o —y| =

Si pues viodi in plui che lis sferis viertis R™ a formin une base pe topologjie
indusude de distance d. Concentrinsi cumo su la rete® real R cu la metriche e la
topologjie dade de distance pitagoriche. Culi lis sferis viertis a son i intervai dal
tipo® (a,b) duld che i numars a e b no fasin part dal interval. Lis sferis sieradis
invezit a son i intervai dal tipo [a,b] duld che i estrems a son tignats dentri tal
interval.

Spar inglés: line. In [NM] si cjate drete.
bin [NM] e [L.2000] si cjate tip. O vin preferide une soluzion plui in ts.
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Teoreme 1.27 (Heine-Borel) L’interval [0,1] di R al é compat.

Dimostrazion:

Che e sedi R une cuvierzidure di [0, 1] (ven a stai R e je une famee di
vierts di [0,1] che e cuvierg [0,1]). Che al sedi X 'insiemit dai ponts
z di [0,1] tai che e esist une sotfamee finide R, C R che e cuvierg
linterval [0, z]. Al & clar che 0 € X, par tant X nol & vueit. Che al
sedi A = sup X. Viodin in prin che A € X. Di fat che al sedi A € R un
cualsisei viert che al ten dentri A, pe definizion di sup’, al & di esisti
unn € X (n < A) cun € A. Duncje vint a disposizion une famee
finide R,, che e cuvier¢ [0,7] al ven far che R, U {A} e je une famee
finide che e cuvierg [0, A]. Di ché altre bande se R) e je la famee finide
che e cuvierg [0, A], notin che, se A < 1, al & di esisti un € che par lui
Ry e cuvierg ancje [0, + €] (chest parce che I'union dai elements di
Ry e je un viert) e par tant A + ¢ € X che al & un assurt parce che
o vin sielziit A = sup X. In conclusion o vin dimostrat che A = 1 e
A € X, ven a stai e esist une sotfamee finide di R che e cuvierg [0, 1].

|

Notin che di chest teoreme al ven fur che ogni insiemit sierdt e limitat di R al
e compat. Di fat che al sedi Y un insiemit sierat di R cun Y C S(zo,r). La
funzion f R — R, f(z) = (z — z9)/(2r) + 1/2 e je une funzion continue cun
invierse continue. Duncje f(Y) al & sierat (jessint Y sierat e f~! continue) e al
salte fur f(Y) C [0,1]. Ven a stai f(Y) al & un sierat tun compat duncje al &
compat, e ancje Y = f1(f(Y)) al & compat jessint f~! continue. Di ché altre
bande, notin che in gjenerdl un insiemit no limitat Y di un spazi metric X nol
pues jessi compat. Di fat, sielziit un cualsisei pont z € X, considerin la famee
R={S(z,k)NY |k =1,2,...}. R e jeune cuvierzidure di Y e, se al fos pussibil
gjava fur une sotcuvierzidure finide, o varessin che Y C S(z,n) (dula che n al &
il rai plui grant des sferis de sotcuvierzidure) e chest al va cuntri I'ipotesi ¥ no
limitat. O vin ancje viodut che i insiemits compats di spazis metrics a son sierats.
Duncje si & che i insiemits sierats e limitats di R a son ducj e dome i sotinsiemits
compats di R.

1.4 Esercizis

1. Che al sedi X un cualsisei insiemit. Considerin lis doés fameis o = 2%

(I'insiemit des parts di X) e 8= {0, X}.

Testrem superior di un insiemit.
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(a) Dimostra che (X,0) e (X, ) a son topologjiis su X (o e ven clamade
topologjie discrete e B e ven clamade topologjie bandl).

(b) Dimostra che (X, 3) al & compat e che (X, o) al & compat se e dome se
X al € un insiemit finit.

(c) Che al sedi (Y,7) un spazi topologjic. E che a sedin f : X — Y e
g :Y — X funzions cualsisei. Dimostra che f e je continue di (X,0) a
(Y, 7) e che g e je continue di (Y,7) a (X, ).

2. Che a sedin dy,ds,d : R™ x R™ — R lis funzions definidis di

n
di(z,y) = > |k yil,
k=1
doo(m,y) = max |z — ykl,
k=1...n
1
n 2
o) — (zm—yk)?) |
k=0

(a) Prova che dq, d € dy a son distancis su R"”. Par chel che al rivuarde
dy pe dimostrazion de disevualiance triangolar si podara dopra la dis-
ecuazion (di Cauchy):

n

k=1

k=1 k=1

(b) Dimostra che dy, ds e dy a indusin la stesse topologjie 7 su R". La
topologjie 7 e ven clamade topologjie euclidee.

3. Che a sedin X,Y doi spazis topologjics e f : X — Y une funzion. Fissat
rg € X o disarin che f e je continue in xzg se par ogni circondari V di
f(zg) in Y al esist un circondari U di z¢ in X tal che f(U) C V (ven a stai
x € U= f(x) € V). Dimostra che une funzion e je continue se e je continue
in ogni pont dal domini.

4. Si cjati une funzion f : R — R no continue (rispiet ae topologjie euclidee di
R).

5. Che al sedi R = RU {oo}. Considerin la famee B di ducj i sotinsiemits di R
daltipo{r e R:a<z <b}le{z € R:|z| >a}U{oc} al varid di a,b in R.

(a) Dimostra che B e je la base di une topologjie su R.
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(b) Dimostra che la funzion ¢ : [-7/2,7/2] — R definide di

tan(z) se x € |-7m/2,7/2
ooy { @) 0 oot
e je continue.
(¢c) Dimostra che R al & compat.
6. Che a sedin X, Y doi spazis topologjics e che a sedi B une base pe topologjie

di Y. Dimostra che une funzion f : X — Y e je continue se e dome se par
ogni B € B si a che f~(B) al & viert.
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Cjapitul 2

Sucessions sore spazis metrics

2.1 Lis sucessions

Definizion 2.1 Che al sedi X un spazi metric. Une funzion f : N — X e ven
clamade sucession. O indicarin cun a, il valor di f(n). Duncje la nestre sucession
si pues ancje scrivi te forme

{an} ={ag,a1,...;an,...}.

Definizion 2.2 Une sucession a, si clame sucession di Cauchy se e dome se, par
ogni numar € plui grant di zero e picul a plasé, al esist un indi¢c n' tdl che, par
ogni cubie di indics m e n plui grancj di n', al val

d(ap, am) < €.

Definizion 2.3 Si dis che une sucession a, tal spazi metric X e converc se al
esist un element I di X che al sodisfe la propietat che e ven. Par ogni numar €
picul a plasé, al esist un indi¢c n' tal che, par ogni n > n', al vl

d(ap,1) < e.
Se la sucession a, e converc tal element [ o scrivarin in struc che

lim a, = 1.

n—oo
Al salte far pulit che une cualsisei sucession che e converg tal spazi metric X e
je une sucession di Cauchy. Ma chest nol vil di che ogni sucession di Cauchy e
conver¢ in X. Di fat la sucession e podares converzi si, ma a un element che nol fas
part di X. Pensin par esempli al insiemit dai numars razionai. A esistin sucessions
razionals che a converzin a numars irazionai.

23
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Definizion 2.4 Un spazi metric dula che ogni sucession di Cauchy e conver¢ si
dis complet.

Par chel che o vin dit prime i numars razionai no son un spazi complet. Si pues
viodi che invezit i reai lu son.

Definizion 2.5 Che e sedi a, une sucession. Se ny e je une sucession cressint di
numars naturadi, si dis che la sucession a,, e je une sotsucession di a.
L] L] L] L]
2.2 Lis sucessions numerichis
Definizion 2.6 Une funzion f: N — R e ven clamade sucession numeriche.

Fasin un esempli: la funzion
f(n) =

e je la sucession che e & par tiermins 1, %, % ... e vie indenant.

1
n

Definizion 2.7 Che e sedi a, une sucession numeriche e | un numar real finit.
Si dis che ay, e tint a | (limy, o a, = 1) se, par ogni € numar real pi¢ul a plasé, al
esist un indi¢ n* tal che, par ogni n > n*, al val

lap — 1| <e

(cheste e je la definizion di convergjence dade prime par spazis metrics, aplicade
a R). Se invezit, par ogni numar k plui grant di zero, al esist un indi¢ n* tal che,
par ogni n > n*, al val

an >k

st dis che la sucession a, e tint al infinit.
Une sucession che e tint a di un numar finit e ven clamade sucession convergjent.

Teoreme 2.8 (Bolzano-Weierstrass) Di ogni sucession numeriche a valors in-
tun interval sierat e limitat de rete real si pues gjava fir une sotsucession che e
converg intun pont dal interval.

Dimostrazion:

Che e sedi a,, une sucession a valors tal interval sierat e limitat [a, b] de
rete real. Dividin a mie¢ chest interval e sielzin la part che e ten dentri
un numar infinit di valors di a,,. Se dutis dos a an cheste propietait o
sielzarin par convenzion ché plui a campe. Clamin l'interval cjatat I;.
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Aplicant chest procediment in maniere iterative o cjatin une sucession

di intervai I} di lungjece
b—a
el = =5

Costruin la sotsucession z,, in maniere che il k-esim tiermin al stedi
simpri tal k-esim interval. Alore o varin

b—a
nk+1|§7

(p, — @

Duncje si a

an; — a‘”i+1| <

Jj—1
ank - (I’nk+‘7‘| S E
=0

b-a b-aill b —a)
= Z 3T < ZQ— T
i=0
e par tant la sotsucession a,, e je une sucession di Cauchy e duncje e
conver¢ tal interval [a,b] (parce che R al & complet).

|

O vin za viodut tal cjapitul precedent che ducj i compats di R a son intervai sierats
e limitats, al risulte, come consecuence une vore impuartant, che ogni sucession a
valors su di un compat di R e & une s6 sotsucession che e converc tal compat.

2.3 Esercizis

1. Dimostra che se a,, e je une sucession numeriche che e converc a [, alore ogni
so sotsucession e a di converzi a [.

2. No simpri il limit di une sucession al esist. Dimostra che
lim cos(nm)
n—oo

: o\
el

no esistin.

3. Verifica, doprant la definizion, che a valin i limits ripuartats:

(a) limy, o 22t =2
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: 1057 12452
(b) limy,_yo 10070112452 _

(c) limy,_ % = 00

m+4 __ 7

(d) limy—oo nt29 2

(€) limy 0 28 =0

(f) limy 00/ —n = —00

4. Calcola ]
lim -
n— 00 ]+1+e*"
1+@
5. Calcola

nt0 sin(l)Jr]
(a) lim ns
n—=00 Jog nsiny/n—nd7-" —5n?

: n+3 2n—2
(b) limy, 00 n7,7—|_—|—2 + 777,773

li n7+18n%4+3n54+1837n2+18497n+13992
() limyo0 10~ 1517 (y/n—9)

(d) limy_ye0 V302

0} 77,7
(e) nmnm%

(Vn=3)(v/n-2)

(f) limy, o0 -

. n™—mlogn
(g) limy, o0 7ﬁ+f
v

. 242

el—Hng n

(i) limy, 0 o

(j) limy,_e0 nsin(sin 1)
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K) 1 17cns$
() My 00 (Togn)>

1

(1) limy, o0 n? arcsin o

(m) limnﬂoo(%"i_ ; )V1+mn+n?

nlogn

(1’1) hmn—>oo sin (n(fﬂ—_l_%)) (tan(%))iﬁ

sin(log n++/3)

(0) limy o -
. I )
(p) hmn%tmﬁ

6. Che al sedi N = N U {oo} il spazi topologjic dotat de topologjie indusude

di R.

(a) Dimostra che V al & un circondari di co se e dome se co € V' e al esist

NeNtalchen>N=neV.

(b) Che al sedi X un spazi topologjic. Dimostra che une funzion f : N —
X e je continue se e dome se par ogni circondari V' di f(oo) al esist
N > 0 tal che par ognin > N sia f(n) € V.

(c) Che al sedi X un spazi metric.

27

Dimostra che une sucession a, di
elements di X e converc a di un limit / se e dome se la funzion f : N —
X definide di f(n) = ay, f(oco) =1 e je continue.

7. Che al sedi X C R un insiemit compat. Dimostra che X al & complet.
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Cjapitul 3

Continuitat e limits di funzions

3.1 Funzions continuis

Di cumo indenant che a sedin X e Y doi spazis metrics. Par comoditat di notazion
o indicarin la distance definide su X e ché definide su Y simpri cul simbul d.

Definizion 3.1 Che al sedi oy un element di X. Si dis che la funzion
f: X =Y

e je continue in xo se, par ogni sielte di un numar € picul a plasé, al esist un
numar ¢ (che al dipent di € e xy) che al sodisfe la propietat che e ven. Par ogni
element x di X che al diste mancul di 6 di xq, al val

d(f (), f(w0)) < e.

Une funzion continue in ogni pont di X e ven clamade continue su X (e si pues
viodi che une funzion e je continue sore X in chest sens se e dome se lu & tal sens
dat inte definizion dal cjapitul precedent).

Definizion 3.2 Che a sedin x ey doi ponts dal spazi X. Si dis che une funzion
f: X =Y

e je uniformementri continue se, par ogni numar € picul a plasé, al esist un numar
d (che al dipent dome di € e no di x e y) tal che e val la propietat che e ven. Se
d(z,y) < § alore

d(f(z), f(y)) <e

29
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Teoreme 3.3 (Heine-Cantor) Che al sedi D un compat di R e che e sedi
f:D—=R
une funzion continue. Alore f e je ancje uniformementri continue.

Dimostrazion:

Metin par assurt che f no sedi une funzion uniformementri continue.
Alore al ven far pulit che al & di esisti un numar e tal che, par ogni
pussibile sielte di § picul a plasé, e val la propietat seguint. A esistin
doi elements z e y di D che a an distance reciprochementri minér di
& e che par lor e val la formule

d(f(z), f(y)) > e.

Considerin cumo la sucession

Par ogni §,, a esistin z,, e y, che i partegnin a D, che a an distance
fra 16r minoér di 6,, e tai che

d(f(zn), f(yn)) > €

Par vie che D al € compat lis sucession che o vin sielzudis a an dos
sotsucessions ,, e yp, che a converzin in D. Cun di plui §,, e converg
a zero. Duncje z,, e y,, a converzin al stes valor z*. Par vie de
continuitat di f, alore, e vara di jessi

E chest nol pues sei.

3.2 Limits di funzions a valors reai

Definizion 3.4 Che a sedin X un spazi metric, to un element dal spazi X e f
une funzion definide intun circondari di xq a valors in R. Se al esist un element
[ tal che, par ogni numar € picul a plasé, al esist un numar § tal che, par ogni
element © di X che al diste mancul di 6 di zqo, al vadl

[f(z) 1] <e,

chest element | al ven clamat limit de funzion f par z che al tint a zy e si segne
cul simbul

235, ()
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Notin che, cun cheste definizion, se al esist il limit di f par = che al tint a zy alore
f e je continue in x.

Teoreme 3.5 (unicitat dal limit) Che a sedin X un spazi metric e xo un ele-
ment di X. Che e sedi cun di plui

f: X—>R
une funzion definide su un circondari di zo a valors in R. Alore limy_,, f(x) al
€ unic.

Dimostrazion:
Metin par assurt che a esistin doi limits [ e I’. Alore, a condizion di
sielzi  dongje di x(, o varin che

1= ()] < e e ancle [F' — [(x)] <.
Sielzin cumo
B =1
€= 5

Alore
L=V =l=f(z) ="+ f(z)] <
= f(@)] + 1+ f@)] < 11|
e chest nol pues jessi.

O

Teoreme 3.6 (de permanence di segn) Che al sedi X un spazi metric, Ty un
so element e f une funzion definide su un circondari di o a valérs redi. Che al
sedi cun di plui

lim f(z) > 0.

T—TQ

Alore al esist un circondari di o dula che la funzion no mude mai di segn.

Dimostrazion:
Di fat par ipotesi o vin che al & di esisti un numar ¢ tal che

flz) =1 <.
Di chest al ven che
—l < f(x) =l <leduncje 0 < f(z) <2l

ven a stal il circondari dai elements che a distin mancul di § di zg al
¢ il circondari che o cirivin.

|
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Teoreme 3.7 (dai doi carabinirs) Che al sedi X un spazi metric, g un so
element e f une funzion definide suntun circondari di xg a valors redi. Cun di
plui che a sedin g e h dos funzions definidis dutis dos sul domini di f e tals che,
par ogni x che i parten al domini di f, al val
g(z) < f(r) < h(xz) e lim g(z) = lim h(z)=1.
T—T0 T—T0

Alore

lim f(z) =1.

T—TQ

Dimostrazion:
Di fat, une volte fissat un numar € picul a plasé, al ven che

|h(z) =1 <eelg(z) -1l <e

a condizion di sielzi x avonde dongje di zy. Di chest al salte far pulit
che
l—e<g(z) < f(r) <h(x)<l+e

ven a stai |f(z) — | < € e duncje la tesi.
a

Teoreme 3.8 (des nulis o dai zeros) Che al sedi [a,b] un interval di R e
f:la,b] = R

une funzion continue. Se
fla)f(b) <0

alore al esist un pont g dal interval [a,b] tal che
flzo) = 0.

Dimostrazion:

Se f(a) = 0 o sin a puest. Metin alore che f(a) > 0 (se no al vara di jes-
si f(b) < 0 e al bastara scambia f(a) cun f(b) te nestre dimostrazion).
Costruin cumo une sucession di sotintervai dal nestri interval di par-
tence. Dividin a mie¢ l'interval [a, b]. Se la funzion calcolade tal pont
medi e je inmo positive o considerarin come interval sucessif I'interval
daurman plui a diestre. Se invezit la funzion calcolade tal pont medi
e je negative o considerarin come interval sucessif I'interval daurman
plui a campe. Lant indevant in mut iteratif o costruin la nestre suces-
sion di sotintervai. Considerin cumo la sucession dai estrems drets de
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nestre sucession di sotintervai e claminle z,,. La sucession z, e je di
Cauchy e duncje e & di converzi ad un ciert valor z* di [a,b]. Di ché
altre bande, ancje la sucession y,, dai estrems ¢camps e je di Cauchy e
duncje e converzara a un cualchi pont y* dal interval [a, b]. Cumo

‘x*_y*|<‘$*_$n+xn_yn+yn_y*‘
<|z* = zp| + 20 — Yn| + lyn — y*| < €

a condizion di sielzi i ultins tré valors plui picui di § (e chest si pues
falu par chel che o vin dit prime). Duncje lis dos sucessions a converzin
al stes pont xzy dal interval [a,b]. Di ché altre bande, viodit che la
nestre funzion f e je continue, o vin che

Tim f(za) = f(z*) >0

e ancje
lim f(yn) = f(y") <0

n—0o0

ma alore

fzo) = f(z") = f(y") = 0.

|

Definizion 3.9 Che e sedi f une funzion definide sul interval [a,b] de rete redl a
valérs in R. f e ven clamade stretementri monotone (cressint) se par ogni, x1 e
x9 che i partegnin a [a,b] cun x1 < x9, al val

f(z1) < f(z2).

Teoreme 3.10 (de funzion invierse) Che e sedi f une funzion stretementri
monotone (cressint) definide sul interval [a,b] de rete redl a valors in R. Alore
1) f(x) e assum ogni valor fra il massim e il minim de funzion.

2) f(x) e je une funzion biietive sore l’imagjine.

3) f~1 e je monotone (cressint) e continue.

Dimostrazion:
1) Che al sedi yy un cualsisei valor comprindut fra il massim e il minim
di f su [a,b]. Considerin la funzion ausiliarie

9(7) = yo-

Che a sedin cumo 77 e x5, in mut rispetif, i doi ponts di [a, b] dula che
f e ail so minim m e il so massim M. Alore

g(z1) =m —yo <0eg(xe) =M —yo > 0.
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Duncje, pal teoreme des nulis, al esist un valor zy che al anule g(x),
ven a stai

9(zo) = f(zo) — o = 0.
2) f e je surietive insieme cun I'imagjine pal pont 1 de dimostrazion.
Nus reste di fa viodi che f e je inietive. Ma chest al ven pulit dal fat
che f e je monotone in mit strent.

3) Che a sedin y; e yo doi elements dal codomini di f cun y; < ys.
Alore f(z1) =y1 e f(z2) =y2 e 21 < 9, ma zy = f'(y1) e, in miit
simil, par zo. Duncje f~! e je monotone in mit strent.

Viodiit che f e je continue o vin, par ogni z( tal domini, che

lim f(x) = f(x0).

T—TQ
Duncje al ven
lim £ ! = lim L f(z)) = im z=xz¢9=f " .
Jm fow) = i f @) = lim @ =m0 = f ()

Ven a stai f~! e je continue.
O

Teoreme 3.11 (di Weierstrass) Che al sedi [a,b] un interval de rete redl e f
une funzion li definide e a valors redai. Se f e je ancje continue su [a,b], alore f e
amet un massim e un minim sore [a, b).

Dimostrazion:
Che al sedi

A={f(z)] € a,b]}.
Segnin cun M lestrem superiér dal insiemit A. Alore e esist une
sucession f(z,) che e tint a M. Cumo, par 2.8, e esist une sotsucession
Zp, che e conver¢ a un pont g che i parten a [a, b]. Ma, viodit che f
e je continue, al ven che

M = lim f(zn) = klggo f(@ny) = f(20).

n— 00

Duncje M no dome al & ’estrem superior, ma al & ancje il massim di

A.

Dimostrazion alternative: Dal moment che [a,b] al & compat e f con-
tinue, o vin che f([a,b]) al & compat ven a stai al e sierat e limitat.
Ma al & facil viodi che i insiemits sierats e limitats a ametin massim e
minim.

|
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3.2.1 Tabele dai limits notevui

Ve chi un ristret dai principai limits notevui di funzions reéls:

: l—cosz 1
2. lim, o 80% — 1

3. limy oo (1 + ]?)"L’ =e

tanz __
— =1

4. lim, g

5. limgy yoo(1 4+ 2)" =¢€*

. T __
6. lim,_,q % =1

7. limy_yeo /7 = 1

3.3 Esercizis
1. Cheesedi f: R — R e xg, I €R. Sidis che

Iim f(z) =1
Jim, f(2)

(il limit diestri di f par x che al tint a z( al & [) se, par ogni sielte di e pigul
a plasé, al esist § € R tal che, Vz €]xg, 20+ 0[ sia f(z) — f(zp) < . In mut
analic si pues defini il limit camp di f in zg che si segne cul simbul

lim f(z).

T—Tq
(a) Verifica che lim,_,,, f(z) = se e dome se

lim f(z) = lim f(z)=1I.

+ —
CL‘*):EO CL‘*):EO

(b) Dimostra che il limit lim,_,q % nol esist.
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(c) Verifica che, se al esist il limit diestri

. sin x
lim
r—0t T
alore
. sinz . sinz . sinz
lim = lim = lim
r—0t T r—=0- T r—0 @

(d) Dopo di vé osservat che par ogni z €]0, 5[ e val la disecuazion
sinz < z < tanz

dimostra il limit notevul

sinx

I
=

z—0 T

. Prova che

f(o) = (%>sinm+tanm ‘o

e je une funzion continue.

. Che a sedin f,¢g: R — R dadis di

f(z)=0 g(y)Z{ v eu7o

0 se y = 0.

Verifica che lim,_,o f(z) = 0, lim,_,0 g(y) = 1 ma lim,_,0 g(f(z)) = 0.

. Dat un insiemit A C R definin la funzion carateristiche x4 : R = R come
xa(z)=1sex € A, xalz) =0sexz ¢ A.

(a) Dimostra che la funzion xq : R — R no je continue in nissun pont
r € R.

(b) Studia la continuitat de funzion f(z) = zxq(z).

. Prova che la funzion f : R\ {0} — R definide di f(z) = z/|z| e je continue.
Notéa che il grafic no si disegne cence distaca la pene dal sfuei.

. Prova che la funzion f : R — R definide di f(z) = 22 e je continue ma no
je uniformementri continue.
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7. Considerin '’ecuazion
COST = 1.

Dade la sucession (a,) definide par ricorence di
dimostra che se al esist (finit) il limit

lim a, =1
n—oQ

alore [ al risolf ’ecuazion dade.

Che a sedin z,y : [0, 1] — R dos funzions continuis talis che z(0) = y(0) =

z(1) = 10, y(1) = 3. Prova che al esist ¢ € [0,1] tal che \/22(t) + y?(¢) =

37

ap = 17, apy1 = cos(ay,)

1

(ven a stai la curve (z(t),y(t)) e incuintre la circonference unitarie).

(a) Prova che dade une cualsisei funzion continue f : R — [0,1] al esist

y € R tal che il numar di soluzions de ecuazion f(z) = y al & diviers

di 1;

(b) Prova che dade une cualsisei funzion continue f : [0,1] — R al esist
y € R tal che 'ecuazion f(z) = y no a soluzions z € R;

10. Che e sedi f : R — R une funzion continue.

(a)
(b)
(c)

Dimostra che se |f(z)| < 1/|z| par ogni z €

C
e minim.

(d)

Che e sedi f : [0,1] — [0, 1] une funzion continue
f(z) = x e amet soluzion.

11.

12. Calcola i limits seguints:

1

3z
)"

(a) Timg oo (1 —

2

(b) limg yo(z —1)7—2

sin bz
sin x

(c) limg_s9

. z10log z
(d) limg o0 73”3104_555_{_2

(e) limy_y (7 — z)sin L.

Dimostra che se f(z) > |z| par ogni 2z € R alore f e amet minim.

R alore f e amet massim.

Dimostra che se f(z) = f(z+1) par ogni z € R alore f e amet massim

Dimostra che se lim,_,1 f(z) = 0 alore f e amet massim o minim.

. Dimostra che I’ecuazion
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Cjapitul 4
Lis derivadis

Di chi indevant che al sedi g un pont de rete reil, f une funzion definide sore un
circondari di zy a valors in R e z un pont che i parten al domini de funzion f.

4.1 1l concet di derivade

Definizion 4.1 Il rapuart
f(z) — f(z0)
r — T
al ven clamat rapuart incremental de funzion f(x) tal pont xg.

Al & clar che il significat gjeometric di cheste grandece al & chel di rapresenta il
coeficient angolar de rete che passe pai ponts (z, f(x)) e (zo, f(z0))-

Definizion 4.2 1[I limit dal rapuart incremental
_ f(z) = f(=0)
lim ————=
T—TQ r — X
se al esist al ven clamat derivade de funzion f calcolade tal pont ¢ e la funzion

st dis derivabil in zg.

La funzion che a ogni pont dal domini de funzion f(z) e assegne il valor de derivade
di f calcolade in chel pont e e ven clamade funzion derivade di f. La derivade di
f(x) si segne pal solit cui simbui

DI) [') i)

11 significat gjeometric di f'(zg) al & chel di rapresenta il coeficient angolar de rete
tangjent al grafic de funzion f tal pont (zg, f(z0)).

39
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f(x) P
f(x 0) <

XO X

Figure 4.1: rapresentazion grafiche de derivade de funzion f(z).

Teoreme 4.3 Se la funzion f(x) e je derivabil in xy alore ali e je ancje continue.

Dimostrazion:
Jessint Fa) — f(o)
J\Z) — J\To
f(@) = flzo) = ———(z — )
Tr — I
par z diferent di zg, o vin che, passant al limit par = che al tint a zg,
al ven

lim [f(z) — f(z0)] = lim lim (z — zy) =

T—To T—TQ T — X T—T0o

= f'(zg) lim (z — z¢) = 0.

Al ven
lim f(z) = f(zo)

T—TQ

e duncje la tesi.
O
Al ¢ ben visasi che il teoreme precedent al costituis une condizion necessarie, ma

no suficient. Di fat nol & nuie vér che se la funzion f(z) e je continue in zy alore
e je ancje derivabil. Par esempli la funzion valor assolut

f(z) = |=]
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e je continue in zero, ma no derivabil di fat

lim M — lim M -1
z—0t x =0t T
r—0— T r—0- T

4.2 Tré teoremis su lis derivadis

Teoreme 4.4 Che a sedin f e g dés funzions definidis in un circondari di Ty a
valors reai e li derivabilis. Alore

D(f-9)=f"9g+f-4g.

Dimostrazion:
Di fat al e
%(f‘g)(xo) = lim f(z)g(xl__i(xo)g(xo) —
T—xo 0
~ lim f(2)g(x) — f(z0)g(x) + f(z0)g(z) — fz0)g(T0)
N T2 T — 1 =
= g(zg) - lim M + f(zg) - lim M -
T—T0 T — X T—T0 T — T

= f'(z0)g(z0) + ¢ (w0) f (o).

|

Teoreme 4.5 (di derivazion des funzions compuestis) Che e sedi g une fun-
zion definide sul codomini de funzion f e ali derivabil. Cun di plui che e sedi ancje
f derivabil tal so domini, alore al val

Lo7@) = g (FN ().

x

Dimostrazion:

Che al sedi zg un pont dal domini di f. Se e esist une sucession
xr — xo di ponts tai che f(zy) = f(zg) alore par fuarce al & di sei
f'(zo) = 0 parce che

lim & = S@0) o Jlew) = J(@o)

T—Zo r — o k—oc Tk — T

=0.
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Di ché altre bande ancje (f o g)'(z¢) = 0 dal moment che ancje (f o
9)(5k) = (fog) (o). B duncje al val (fog)'(z0) = 0 = ¢'(f(30)) " (z0).
Se no esist nissune sucession zy — xg cu la propietat che f(xx) = f(z0)
al vl di che al esist un circondari di zo dula che f(z) # f(xg) se
T # ro. Duncje, in chest cas, si a

ey 90) o) L g(f) ~ alf(x0)
A S (I e ey ey
e, oviementri
/ — lim f(T) B f(TO)
fiwo) = lim =" P
Alore si a, come che o volevin,
oy e 9U@) () £() ~ f (o)
g (f@o))filwo) = Mm === T —
— iy D)

|

Teoreme 4.6 (di derivazion de funzion invierse) Che e sedi f une funzion
derivabil e invertibil, alore, se f'(x) #0 o vin, par y = f(x)

d d -1
1w = ()

Dimostrazion:
Di fat, se o segnin cun yq il valor di f(zg), al &

-1 -1
1) = g O )
Y Y=o Y — Yo

lim 27T Ly

4.3 Derivadis fondamentals di funzions

In cheste sezion dutis lis funzion a son definidis intun circondari dal pont z.
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Teoreme 4.7 (derivazion di costants) La derivade de funzion costant e je nule.

Duncje e val la formule
Dc=0.

Dimostrazion:
Segnin cul simbul ¢ la funzion costant, alore

e(m0) = 1 c—¢ _,
—c(zg) = lim = 0.
dz *° T—x0 T — X0
O
Teoreme 4.8 (derivazion de funzion identitat) E vdl la formule
Dz =1.
Dimostrazion:
Di fat al e
. T —x
lim 0 —1.
T—To0 T — T
a

Teoreme 4.9 (derivazion des funzions polinomials) Che al sedin un numar
intir. Alore e val la formule

Dz" = nz™ L.
Dimostrazion:
Dimostrin la formule par induzion su n. Se n = 1 alore la nestre
formule e je vere. Suponinle vere par n e cirin di dimostrale par n+ 1.
Alore

D" = D(z" - 2) = D(z") -z + z" - Dz =
ne" x4+ 2" = na" + 2" = (n 4+ 1)z".
Ven a stai la tesi.
O

Teoreme 4.10 (derivazion des funzions esponenzials) FE val la formule

De" = e".
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Dimostrazion:
Di fat segnant exp(z) = e” si a
) et —e'o - e?~% — 1
exp' (zg) = lim ———— = ¢€*° lim
T—=To T — X T—ro0 T — I

che se o segnin x — x( cun ¢ al devente

|

Proposizion 4.11 Che al sedi a un numar raziondl, alore e val la formule

Da® =1na-ad®.

Dimostrazion:

Par vie che €% = q, al ven che a® = ¢*'"%. Duncje
d x z(lna—1)  _z zlna
—a” =1Ilna-e e =Ina-e =
dz

= Ina - (eM*)? = (Ina) - a®.

|

Proposizion 4.12 (derivazion de funzion logaritmiche) Che al sedia un nu-
mar real, alore e val

1
Dlog, x = .
‘ z-lna
Dimostrazion:
La funzion invierse de funzion y = log, x e je z = a¥. Alore, par 4.6
al ven p
[—log,z] ' = —aY =aYIna=zlna
dz ‘

ven a stal la tesi.

Osservin che de proposizion 4.12 al ven pulit che

1
Dlnz = —.
T
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Teoreme 4.13 (derivazion de funzion sen) F val la formule

Dsinx = cos .

Dimostrazion:

Di fat ) )
| . sin(z + h) —sinz
—sinz = lim =
dx h—0 h

sinz cosh + coszsinh — sinz
= 11m =

h—0 h
. sinh . sinzcosh —sinz
= limcosz - —— + lim
h—0 h h—0 h
E duncje al ven che
. . . cosh—1
—sinz = cosz +sing - lim —— =
dz h—0 h
cos?h — 1

=cosr +sing-lim —— =
h—0 h - (cosh + 1)

i (i —sinh sin h
cos sinz - (lim .
T T h—0 h cosh +1

) = cosz.

a
Teoreme 4.14 (derivazion de funzion cosen) F val la formule
Dcosr = —sinx.
Dimostrazion:
Di fat
cos(z) = sin(z + 7/2)
duncje
D cos(z) = Dsin(z + 7/2) = cos(z + 7/2) = —sin(z).
a

Teoreme 4.15 Che e sedi la funzion f derivabil sore il so domini. Alore se f(x) #
0 e val la formule




46 CJAPITUL 4. LIS DERIVADIS
Dimostrazion:
Di fat, pai teoremis 4.5 e 4.9, al ven che

d 1 d A= ()21 f(x
e = V@ = @) @),

|

Teoreme 4.16 (derivazion dal rapuart di dos funzions) Che a sedin f e g
dos funzions derivabilis sore il stes domini. Alore se g(x) # 0 e val la formule

d f(x) _ [(x)g(x) — f(z)g'(z)
dx g(x) g(z)? '

Dimostrazion:
Di fat, pai teoremis 4.4 e 4.3, al ven che

L Y ) By
Tl S = =Ty T + (@)

ven a stai la tesi.

Teoreme 4.17 (derivazion de potence) Che al sedi x un numar positif e «
redl cualsisei. Alore si a

D(z®) = az® '
Dimostrazion:

Di fat

Dz = D(e" %) = ¢*1%8(*) D(log(z)) = T = 2.
Z

Proposizion 4.18 (derivazion de lidris di une funzion) Che e sedi f une fun-
zion derivabil sore il so domini. Alore e val la formule

d _ fi(=)
dr f(z) =




4.3. DERIVADIS FONDAMENTALS DI FUNZIONS 47

Dimostrazion:
Di fat al ven che

d 1 1 _1 '
P 2| — — 2
@) = 5@ @)
Od
Teoreme 4.19 (derivazion de funzion tangjent) FE wval la formule
1
Dtanz = —.
cos® x
Dimostrazion:
Di fat al ven che
d sinz B cos? z + sin’ z 1
dz cosz cos? x  cos?z’
Od

Proposizion 4.20 (derivazion de funzion arc sen) F wvail la formule

1
V1— 2?2

D arcsinx =

Dimostrazion:
La funzion arc sen e je la funzion invierse de funzion sen. Cumo doprin
il teoreme di derivazion de funzion invierse 4.6:

 vosing — [ sing 1 — L 1 |
— arcsing = [—siny| " = = = :
dz dy cosy /1—sin’y V1 z?

|

Proposizion 4.21 (derivazion de funzion arc cosen) FE val la formule

1
V1—z2

D arccosr = —

Dimostrazion:
La funzion arc cosen e je la funzion invierse de funzion cosen. Cumo
doprin il teoreme di derivazion de funzion invierse 4.6:
/ [ 1 1 1
—arccosz = [—cosy] = =

1
dz dy —siny  /T—cos’y  V1—z?

|
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Proposizion 4.22 (derivazion de funzion arc tangjent) F wval la formule

1
1422

Darctanz =

Dimostrazion:
La funzion arc tangjent e je la funzion invierse de funzion tangjent.
Alore doprin il teoreme di derivazion de funzion invierse 4.6:

] 1 1

d 2
— arctanzr = |— tany| = cos = = .
dz [dy vl Y7 +tan?y 1+ 22

4.4 Esercizis
1. Calcola la derivade di:

(a) 32"+ 50T+ T+ 545

() oz

cos z+sinx

(c) tanzsinz

(d) /55T

(e) e2T f;7 2z

2. Calcola la derivade des funzions ca sot:

,7;2
(a) f(2) = ey

2

(b) f(z)=sin(z + 3) cos(4 — ,q;)e3$ :

(¢) flr) = (a2)"+2;

3. D1 tropis voltis che e je derivabil la funzion

B 0
f(T):{ 63 se x <

> se >0



Cjapitul 5
Studi di funzions reals

Di cumo indenant dutis lis funzions cjapadis in considerazion a saran simpri a
valors reai.

5.1 Teoremis di Rolle, Cauchy e de ’Hopital

Teoreme 5.1 (di Rolle) Che e sedi la funzion f derivabil sore linterval viert
(a,b) de rete redl. Se la funzion e je ancje continue sore |a,b] e

fla) = f(b),

alore al esist almancul un pont, interni al interval, dula che la derivade de funzion
e je nule.

Dimostrazion:

Viodit che la nestre funzion e je continue sore [a, b], par 3.11, al ven
che f e amet un massim M e un minim m sore [a,b]. Che a sedin
f(@')y=me f(z") = M, cun 2’ e 2" che i partegnin a [a,b]. Duncje
a puedin risultd i cas che e seguissin: (1) m = M. Alore la nestre
funzion e je costant e duncje la s6 derivade e je pardut nule. (2)
m < M. Alore, une volte sielzlit un numar real positif A picul a plasé,

16" RS

o varin che

e ancje che
" _ "
P4 - f6)
A <
Duncje passant al limit, par h che al tint a zero, al risulte che f'(z") >
0 e al stes timp f'(z") <0, ven a stai f'(z") = 0.

49
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|

Teoreme 5.2 (Cauchy) Che a sedin f e g dos funzions derivabilis sore l’interval
viert (a,b) de rete redl e ancje continuis sore [a,b], alore al esist un pont ¢ che i
parten al interval sierdt [a,b] tal che

f(b) = fla) _ f'(c)
g9(b) —g(a)  g'(c)

Dimostrazion:

Che e sedi
Fi(@) = () — k().

Fy(z) e je une funzion che e dipent dal parametro! real k. Cirin il
valor k' che par lui al val

Fp (a) = Fi (b).
Viodiit che al vara di jessi
f(a) —K'g(a) = f(b) — K'g(b)

al ven che il valor di k&' cirtt al &

- 10— fla)
g(b) — g(a)

Segnin Fy/(z) cun F'(z), par comoditat di notazion. F'(z) al sodisfe il
teoreme 5.1 di Rolle e duncje al esist un pont ¢ € (a,b) tal che

F'(c) = f'(c) — K'¢'(c) =0,

ven a stai
LG IC R0
g'(c)  g(b) —gla)

Sicu corolari nus ven il seguint.

Teoreme 5.3 (Lagrange) Che e sedi la funzion f derivabil sore 'interval viert
(a,b) de rete redl e continue sore [a,b]. Alore al esist ¢ € [a,b] tdl che al val

f'(©)(b—a) = f(b) — f(a).

"a soluzion di [NM] e je parametri. Ancje chi si sin tigniits plui dongje dal is.
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Dimostrazion:
E je la stesse di 5.2, sielzint g(z) = =.

Teoreme 5.4 (De I'Hoépital) Che a sedin f e g dos funzions derivabilis intun
circondari dal pont xo de rete redl cun derivadis continuis tal circondari. Cun di
plui che al sedi

lim f(z) = f(zo) = lim g(z) = g(z9) =0

T—T0 T—To
Alore, se al esist il limit
f'(z)
T—=To g’(ﬂ?),
al val
L) fe) )
im —= = lim = }
vz g(z)  =ow0 g'(z)  g'(20)
Dimostrazion:

Cjapin in considerazion un circondari diestri di ¢, de forme [z, zo+h]
cun h > 0. In chest circondari lis funzions a sodisfin il teoreme di
Cauchy 5.2 e duncje al a di esisti un pont, zo+6h cun 0 < 6 < 1, dula
che e vl la relazion

f(xzo+h) — f(zo)  f'(wo+ 6Oh)

g(wo+h) —g(zo)  ¢'(zo+6h)

Segnin z( + h = z, alore, viodiit che par ipotesi f(zg) = g(z¢) =0, al
ven

f(x)  f'(zo +6h)

9(x) ~ (w0 +0h)

Duncje, passant al limit par x che al va a zg, al risulte

@) P 0h) L ()

1m .
soad 9(z)  ho0t ¢'(zo +0h)  aow0 ¢ (2)

Dal moment che si pues resona ae stesse maniere pal circondari camp
di zg e ven la tesi.

|
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5.2 La formule di Taylor

Cheste formule e covente al fin di aprossima une funzion cuntun polinomi. Chest
al pues jessi une vore util par sclari il compuartament de funzion intun pont-limit
Q-

Definizion 5.5 Che a sedin [ e g dos funzions definidis intun circondari dal pont
xo de rete redl. Si dis che f al é un o-pigul (in simbui o segnarin f € o(g)) di g
par © che al tint a xg, se

o f@)

im ——= = (.
T—TQ g [E)

Che e sedi f une funzion derivabil n voltis cun continuitat intun circondari di
xg; il nestri obietif al & cumo chel di cjata un polinomi p,(z) di grat n tal che la
diference

Rp(z) = f(x) — pn(z)

e sedi un o((z — zg)"). Chest al significhe che p,, al aprossime ben f(z) par z che
al tint a zg. Cjapin come p, = > p_,ar(z — x0)* il polinomi che al & derivadis in
zq che e coincidin cun lis derivadis di f. Duncje, segnant rispetivementri cun f(&)

e p,(f) la derivade k-esime de funzion f e dal polinomi p,,, al vara di jessi

F® (o) = P (wo) = Klay
ven a stai

pn(z) = Zf(k)(ivo)(fﬁ - «’Eo)k

k=0
(notait che f(O) = f e par convenzion (z — z)° = 1). In chest miit o vin che
R (z0) = f*) (o) — pif (z0) = 0

par k = 0,1,2,...,n. 1l leme seguint nus permet di concludi che R, (z) al parten
ao((z — xy)").

Leme 5.6 Che e sedi f une funzion derivabil n voltis, cun derivadis continuis, in
un circondari di zo e f*)(zo) =0 par k= 0,1,...,n. Alore f € o((z — z0)").

Dimostrazion:
Cjapin in considerazion il limit seguint

lim 4

a—zo (T — xo)”'
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Dal moment che f(z) — 0 par z — 1z il limit al cjape la forme
indeterminade 0/0 e si pues aplica I'Hopital:

o J@ = f) _ )

o vin ancjemo une forme indeterminade e, lant indevant a aplica
I’Hépital, nus ven

S R 1) (a0)
z—xo (1 — o)™ T oaszon(n—1)...(n—k+1)(z —xz)"k
(n)
= =m0
T—T0 n'

E risulte alore la formule di Taylor cul rest di Peano

@ = 7o) + 3 1) (o oty 4 R 0)
p(x T o (@ ().
k=1

5.3 Studi di funzions

Par studi di une funzion real si intint la ricercje des informazions necessariis a
ricostruint il compuartament e il grafic. Pal solit, tal studi di une funzion f(z), si
domande di:

e stabili I'insiemit di definizion di f(z) e lis s6s eventuals propietats parti-
colars?;

e calcola lis intersezions di f(z) cui as cartesians e, eventualmentri, studiant
il segn;

e studia il compuartament de funzion ae frontiere dal so insiemit di definizion;

e determina eventuai ponts di massim e minim?;

e scrivi Pecuazion dai eventuai asintots* de funzion.

Zsimetrie, periodicitat etc.

3e ancje i eventudi ponts di fles, ven a sti i ponts li che la concavitat de funzion f(x)
e cambie. La concavitat di une funzion si pues rigjava dal segn de s0 derivade seconde.
In particolar, f"”(xzo) > 0 se e dome se f in zg e je convesse (ven a stai e & concavitat
viers l’alt). E, in mit analic, f"(z9) < 0 se e dome se f in zg e je concave (ven a stai e a
concavitat viers il bas). Di chescj risultats no vin ripuartat la dimostrazion.

4intuitivementri, I’asintot di une funzion real e je une rete tangjent ae funzion a 'infinit.
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Criteris pe ricercje dai ponts di massim e minim

O darin cumo la dimostrazion di doi criteris pal studi di funzions.

Teoreme 5.7 (criteri di monotonie) Che e sedi f une funzion continue sore
un interval sierat [a,b] e derivabil sore linterval viert (a,b). Alore f e je cressint
sore [a,b] se e dome se f'(x) > 0 par ogni x che i parten a (a,b).

Dimostrazion:
Pal teoreme di Lagrange 5.3 o savin che, une volte dats a < 1 < 25 <
b, al val

f(za) = fx2) = f'(c)(za — z1).

Viodiut che f'(¢) > 0 al ven che f(z2) > f(z1), ven a stai la tesi. Di
ché altre bande f'(c) > 0 par z € (a,b) si & che
fath=fe)

1'(z) = lim

dal moment che f(x + h) — f(x) > 0 par h > 0.
|

Al ¢ clar ancje che di chest criteri al ven pulit che f e je decressint in [a,b] se e
dome se f'(z) e je negative sore (a,b).

Teoreme 5.8 (criteri pai minims e pai massims) Che e sedi f une funzion
definide sore [a,b] e che al sedi xy € (a,b) un pont di massim o di minim relatif
par f, se f e je derivabil in xg, alore

f'(zo) = 0.

Dimostrazion:

Se z( al & pont di massim relatif, alore al esist un circondari (z¢ —
d, g + d) di zy ali che, par ogni numar real h che al & plui pigul in
valor assolut di 4, al risulte che

flwo) > f(wo + h).

Calcolin cumo la derivade diestre e campe di f in z:
(1) h al & positif, alore

f'(zg) = lim f(zo+h) = f(2o)

<0.
h—0+ h -
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(2) h al & negatif, alore
f(zo + h) — f(z0)

f'(zg) = lim *

> 0.
h—0— h

Dal moment che in z( la funzion f e je derivabil, il limit diestri e chel
camp a an di coincidi e duncje f'(z¢) = 0.

|

Ricercje di asintots

Sierin cheste picule sezion tornant su la ricercje di eventuai asintots de nestre
funzion f(z). Che e sedi f(z) la nestre funzion, D il so insiemit di definizion, r(z)
un so eventual asintot e z la assisse dal pont di tangjence di f e r. A son dos
pussibilitats:

e 1 al & finit. Dal moment che r al e, par ipotesi, un asintot di f, nus ven
che r e je la rete de forme
r =1x.

In chest cas si dis che r al & un asintot vertical di f. Notin in plui che, pal
stes motif, zo nol parten a D e che lim,_,,, f(z) al & infinit.

e 1 nol ¢ finit. Alore g no i parten a D. Che al sedi r(z) = mx + ¢q. Duncje,
pe definizion stesse di limit di funzion e di asintot, al vara di sei

lim_ f(z) — (mz +¢) =0

e cuindi
e alore al vara di jessi®
g = lim f(z)— mz.
T—>00

Se m = 0, si dis che r al &€ un asintot orizontal di f e al sard de forme
r(z) =q

dulad che ¢ = lim,_,» f(x). Se m al & un gjeneric valor finit, r al ven clamat
asintot oblicui di f.

®Notin che se lim, ., f(x) = oo aplicant 'Hopital al ven lim, _, 1) _ lim, 00 f'().

Se pero la funzion no a limit o lu & finit e pues vé distés un asintot, par esempli f(x)
sin(z?)/z + z al & come asintot r(z) = .
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5.4 Esercizis
1. Verifica che a valin

(a) e®=1+x+2%/2+...+2"/n! + o(z")
(b) sin(z) =z —2%/3! + 2°/5! — ...+ (=1)"2?" " /(2n + 1)! + o(z?" 1)

(c) cos(z) =1—22/2+x*/4 — ...+ (—1)"z>/(2n)! + o(x>")

2. Calcola, doprant il teoreme di De I’'Hopital, i limits:

log(122%+1)

(a) llmm%[] =

: log 15z
(b) lim,_ o+ Tog 322

3. Calcola i seguints limits
sin(22) a2

(a) limg_o x tan(z5

m27ef.'r,2

(b) Timy 0 o=

exp(wfl)

(C) limg g 22 sin(x)

. sin(z)—1
(d) limg /9 cos(@)(e"—ver)

4. Dimostra che par ogni a, b € R la funzion f(z) = z? 4 az + b no A asintots.

5. Cjata i asintots des funzions

(a) f(z) =32t

(b) flz) = Apls

6. Studia lis funzions



5.4. ESERCIZIS

7. Studia lis funzions seguintis:

3

(a') f(.’I?) = 3($+2)

(b) f(x) = arcsin(5r2)

2+cosx

(©) flz) = =45

(g) f(z) =xzlog|r — 1|

8. Dimostra che 'ecuazion cosz = 2 e & une uniche soluzion.

9. D1 tropis soluzions che a an lis ecuazions seguintis:

log

=1/3, ze /2 = 1/v/3, arctan(ze'/?) = 3/2.

o7
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Cjapitul 6
Teorie de integrazion

L’integrazion di funzions e rive a meti in corelazion doi problemis che a somein in
prin une vore diferents: il calcul di areis (ancje no gjeometrichementri elementars)
e la ricercje di un operador inviers a chel di derivazion.

6.1 Integrazion seont Riemann

Scomencin frontant il probleme dal calcul di areis. Che e sedi f une funzion
definide sore l'interval [a,b] de rete real. Par comoditat di resonament suponin
cha la nestre funzion e sedi a valors positifs e domaninsi trop che e val la aree che
e sta sot dal grafic de funzion. Par calcolile dividin interval [a, b] intune partizion
P di n intervaluts Iy, Io, ..., I, e, par ognidun di chescj, considerin il massim e il
minim de funzion (che o indicarin in mut rispetif cui simbui H; e h;) e segnin cun
a; la lungjece di I;. L’aree de regjon aprossimade cui minims e vignara segnade

/Pf(:v)d:v = éaihi

e ché aprossimade cui massims le segnarin cul simbul

cul simbul

n

/P f(z)dz =" a;H;.

i=1
Che al sedi cumo P l'insiemit di dutis lis partizions dal interval [a,b]. Che a
sedin A = { [, f(z)dz|P € P} e B= {fPf(:v)d:v|P € P}. Al e facil di viodi che

sup A < inf B. Di fat che a sedin P, e P, dos partizions, e P} » une partizion plui

29
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Figure 6.1: I'integral definit.

fisse di dutis dos, alore al ven pulit che

Py

Py s
f@is < [ g < [ f@ds < [ p@ds,
P

Py

Cumo, se al sucét che sup A = inf B = k, si dis che la funzion f e je integrabil tal
interval [a, b] e si scrif

/b f(z)dx = k.

11 valor de nestre aree al ven claméat integral definit di f(x) in [a,b] e al sara alore,
par costruzion, compagn a k. Par definizion o segnarin

[ swan=— [ s

No dutis lis funzion a son integrabilis. Un famos esempli di funzion no integrabil
al & chel de funzion di Dirichelet: la funzion  di Dirichelet, definide sul interval
[0,1], e val 0 par z che i parten a [0,1] e che al & un numar razional, e 1 par x
che i parten a [0, 1] e nol & un numar razional. Sielzude une cualsisei partizion P
dal interval o varin simpri che fpv(:v)d:v =1le [py(z)dz = 0. ven a stai y no je
integrabil.
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6.2 Propietats dai integrai definits

Teoreme 6.1 Ogni funzion continue intun interval [a,b] de rete redl e je ancje
integrabil in [a,b].

Dimostrazion:

Che e sedi f une funzion continue in [a,b], par il teoreme di Heine-
Cantor 3.3 alore f e sarad ancje uniformementri continue in [a, b]. Ven
a stai, par ogni sielte di un numar real positif € picul a plasé, al esist
un numar real § tal che se |z1 — zo| < 6, alore |f(z1) — f(z2)] < €.
Cjapin in considerazion cumo une gjeneriche partizion P dal interval
costituide di n intervaluts dal gjenar I; = [z;, z;41) cun |z;41—z;| < d e
segnin cun h; e H; in maniere rispetive il minim e il massim de funzion
f tal intervalut I; de nestre partizion. Al & di jessi |[H; — h;| < e e
duncje

P n
/ f(z)dz — '/Pf(x)dx = ; |Zis1 — x| (H; — hy) < (b — a)e.

Duncje par e che al tint a zero nus ven la tesi.

|

Osservazion 6.2 Une funzion che e je divierse di une funzion integrabil dome
par numar finit di ponts e je ancje jé integrabil.

Dimostrazion:

Di fat, se lis dos funzion a son diferentis dome intun numar finit di
ponts, cul tindi des partizions a jessi simpri plui fissis, la diference
jenfri i integrai superiors e inferiors e tint a zero.

|

Teoreme 6.3 Che a sedin f e g dos funzions integrabilis sore l'interval [a,b] de
rete redl e ¢ une costant, alore a valin lis formulis



62 CJAPITUL 6. TEORIE DE INTEGRAZION

Dimostrazion:
(a) Che e sedi P une gjeneriche partizion dal nestri interval di inte-

/p“f (z)dz = c /P f(x)dz
/ " ef(wya = c'/ " ().

Jessint f(z) integrabil e ven la tesi.
(b) Che al sedi I un gjeneric intervalut de partizion P. Alore

grazion. Alore

m;ixf —i—m,ing > m;ix(f +9).

/Pf+/P.qz/P(f+g)

e cun resonament analic nus ven

/Pf+/Pg</P(f+g)-

Dal moment che f e g a son integrabilis nus ven pulit la tesi.

Duncje al ven

6.3 Integrazion e derivazion

Teoreme 6.4 (teoreme fondamental dal calcul integral) Che e sedi la fun-
zion f integrabil e continue sore linterval [a,b] de rete redl, e x un element di
chest interval. Cun di plui segnin

F(z) = /mf(t)dt.
Alore

Dimostrazion:
Calcolin il rapuart incremental de funzion F'(z):

Flath) —Fa) _ [77"@dt— [ fwde [T 7@t

h h h
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Al e clar che

1 [T p@yde 1
~(h - mi <dz TNV (p. ]
7 lﬁ;’lﬁf(w)) < < 5 n[fﬁ?f(w))
Dungcje al esist un numar ¢, che al fas part dal interval [z, z + h], tal
che .
z+
F(t)dt
o) = =02
Di ché altre bande, cuant che A al tint a zero o vin che ¢, al tint a z.
Duncje

x+h d
(o) = Jim f(en) = Jim = TOL,

Ven a stai la tesi.
O
Definizion 6.5 Che a sedin f e F dds funzions definidis sul interval [a,b] de

rete redl. Se F'(x) = f(z) alore F si dis primitive di f. L’insiemit di dutis lis
primitivis al ven clamat integral indefinit de funzion f e si segne cul simbul

[ s

Il teoreme 6.4 al & une vore impuartant parce che nus dis in buine sostance che
I'operador integrazion al € inviers dal operador derivazion. Chest nus permet di
calcola cun facilitat lis primitivis di un ciert numar di funzions fondamentals.

Proposizion 6.6 Se dis funzions F(z) e G(z), definidis sul interval [a,b] de rete
real, a son dutis dos primitivis de funzion f(x), alore

dula che c e je une costant.

Dimostrazion:
Segnin

F(z) — G(z) = H(z).

Alore, dal moment che F' e G a son primitivis di f,

H'(2) = f(x) - f(z) = 0.
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Duncje, pal teoreme di Lagrange, aplicat tal interval [a, z], o vin che
al esist un element ¢ dal nestri interval tal che

H(z) — H(a) = H'(t)(z — a) = 0.

Duncje H(z) = H(a) par ogni z che i parten a [a, b], ven a stai H (z)
e je la nestre costant c.

|

Duncje lis primitivis di une funzion a son infinidis, ma a diferissin dome par une
costant.

Teoreme 6.7 (formule fondamental dal calcul integral) Che e sedi F' une
primitive de funzion f definide sul interval [a,b] de rete redl e ali continue e
integrabil. Alore

b
/ f(t)dt = F(a) — F(b).

Dimostrazion:
Che al sedi p un pont dal interval di integrazion. Par 6.4, la funzion

G(z) = /mf(t)dt

e je une primitive di f(z). Duncje par 6.6,
F(r) =G(z) + ¢

dula che ¢ e je une costant. Alore

_ '/apf(t)dt + /pbf(t)dt . /abf(t)dt.

ven a stail la tesi.

b a
F(b)—F(a)—/ f(t)dt+c—/ Ft)dt — ¢ =

|

Viodin cumo une tecniche particolar di integrazion, che e pues sta ben cognossi:

Teoreme 6.8 (di integrazion par parts) Che a sedin f e g dos funzions deri-

vabilis e integrabilis, alore
/fg'—fg— /f’g-
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Dimostrazion:
La derivade dal prodot e je

(f9) = f'g9+ g

Duncje integrant di dutis doés lis bandis o vin

fg= / fl'g + / fg'.

ven a stai la tesi.

6.4 Integrai impropis

No ducj i cas di integrazion di funzions a rientrin te teorie de integrazion di Rie-
mann. Par esempli ce sucedial se si cir di integra une funzion intun interval infinit
sicu [a,00)?7 La teorie di Riemann no rispuint a chestis domandis, o sviluparin
alore un ampliament de nestre teorie che nus permeti di calcola (cuant che al &
pussibil) chescj integrai, che a vegnin clamats impropis.

Definizion 6.9 Che e sedi f une funzion definide suntun interval [a,b) de rete
redl (eventualmentri al pues ancje jessi b = oc), e integrabil in ogni interval |a,t]
cun t < b. Alore, la funzion f e ven clamade localmentri integrabil tal interval
[a,b]. Cun di plui, par definizion,

/f ) = lim ff()

Se il limit al esist finit, si dis che la funzion e je integrabil in mut impropi tal
interval [a, b].

Teoreme 6.10 Che e sedi f une funzion no negative definide sore [a,00). Alore,
se

lim f(z) # 0

T—00

o vin che [ ° f(z)dz al diverg.

Dimostrazion:
Dal moment che il limit di f par z che al va a l'infinit al e diferent di
zero, al a di esisti un numar k positif tal che, par ¢ numar finit avonde

grant, al val
¢ ¢
/f(:v)d:v> / kdx.
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Alore, passant al limit par ¢ che al tint a infinit, o vin che
t t

lim [ kdr =k lim [ dr =k lim[z], =k lim (t — a) = oco.

t—o0 a t—00 a t—o00 t—o00

Duncje ancje I'integral di f su [a,00) al & di diverzi.

|

Teoreme 6.11 (dal confront) Che e sedi f une funzion no negative, localmentri
integrabil tal interval [a,b] de rete real. Se e esist une funzion g no negative,

integrabil in [a,b], e cun f < g in [a,b), alore fab f(x)dx al conver.

Dimostrazion:
Al & clar che, par ogni t < b, al val

0< / ' flayde < / gl

Passant al limit, par ¢ che al tint a b, nus ven la tesi.

|

Teoreme 6.12 (dal confront asintotic) Che e sedi f une funzion no negative,
localmentri integrabil tal interval [a,b] de rete redl, e g une funzion definide in

[a,b) tal che

=1
z—b g(1)

cun I numar positif finit. Se fabq(T)dT al converg, alore ancje fab f(x)dx al convere.

Dimostrazion:

Par ipotesi nus ven che, par ogni sielte di € real picul a plasé, al esist
un J positif tal che, par ogni z che al diste di b mancul di J, al val

Duncje
(I —e)g(z) < flz) < (e +1)g(m).

Alore al & clar che, par 6.11, se fab g(z)dz al converg, alore al converzara
- '
ancje [ f(z)dz.
O
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Osservin, in mit analic, che se fabg(x)dx al diverg, alore ancje fab f(z) al diverg.

Teoreme 6.13 Che e sedi f une funzion no negative definide su [a,00). Se

faoo f(xz)dz al conver¢, alore
lim f(z)=0.

Dimostrazion:
Se, par assurt, nol fos cussi, e duncje

lim f(z) =10

Tr—0oQ
al sares
im 1) 1,

Ma, par 6.12, faoo f(z)dz al varés di diverzi. E chest al va cuintri lis
nestris ipotesis.

|

Teoreme 6.14 (dal valor assoliit) Che e sedi f une funzion localmentri inte-
grabil tal interval [a, b] de rete redl. Se fab \f(x)|dx al converg, alore ancje fab f(x)dx
al convercg.

Dimostrazion:

Che e sedi f*(z) la funzion (clamade part positive di f) che e val
|f(x)| dula che f e je positive, e zero inaltro. In maniere analoghe,
che e sedi f~(z) la funzion (clamade part negative di f) che e val
|f(z)| dula che f e je negative e zero inaltro. Al e clar che

[f@)] = f(z) + f(2)

flz)=f"(z) = f (o).
Cun di plui |f(z)| > fT(z) e |f(z)| > f (z), duncje se al converg
fab |f(z)| a an di converzi ancje i integrai impropis de part positive e
de part negative di f. Alore, dal moment che

/ab () = /ab [+ (@) — /a" I (2)ds

o vin la tesi.
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6.4.1 Tabele di integrazion

Ve chi un ristret des primitivis di funzions fondamentals:

1. .faxbd:v:agf):_—+ll+c

2. [Ldz=1log|z|+c

3. [efdr=e"+c

4. [sinzdr = —cosz + ¢

5. [coszdr =sinz +c

6. [sin’ydy = T=Cosrsing

7. [cos? xdy = LEoszsing

8. fcosl—%d:v:f(l—l—taan)d:I::tanx—{—c
9. [tanzdz = —log|cosz|+c

10. f\/ﬁdm:arcsin%—l—c

1. f \/ﬁdz = arccosz + ¢

12. f ﬁ dr = arctanz + ¢

6.5 Esercizis

1. Che e sedi f une funzion a valors reai definide su un sotinsiemit di R e li
derivabil. Che e sedi
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Dimostra che

/9($)d$ =log|f(z)| +c.

2. Dimostra che I'integral notevul

/(tan x)dx

al & par primitive ché ripuartade in tabele.

3. Dimostra, doprant I'integrazion par parts, che i integrai notevui

/Sin2 xrdz, /(‘,OS2 rdx.

a an lis primitivis ripuartadis in tabele.
4. Calcola lis primitivis dai integrai seguints

(a) [(z°+ 322 + 37z +2) dx
(b) [ze”dz

(¢) [ xlog(z)dz

(d) [ sin(z)cos(z)dz

(e) [[sin(3z +2) + e’]dz

(1) [ sisttpsde

3432415

1
(g) fm2+2m+2dx

(h) J @dm.

5. Calcola il valor dai integrai

1 2
(@) Jo mrraagrde

92 49,3 2
(b) [y =2t —brtlgy
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6. Calcola il valor de aree determinade dal as des assissis e de funzion
f(z)=2* —32° + 3z — 1
tal interval [0, 2] de rete real.

7. Calcola, doprant 'integrazion par parts,

/xemdm.

8. Calcola la derivade des funzions

(a) f(x)= [y sin(t?)dt

(b) fla)= [ e dt

(¢) f(x)= 1" tan(log(t))dt
(d) flz) = [*2 sin(cos(t))dt

9. Calcola
. [y arctan(t?)dt
im —————

T—-+0C T

10. Di par cuai o € R ’integral fnl x%dz al converg e par cuai a € R l'integral

+o0o
[;77 z*dz al conver.

11. Calcola, se al esist, 'integral

12. Studia la funzion

13. Determina se a converzin i integrai

> log:vd 0 :v263”7d
——dr, 5 7.
J0 € J —o0




Cjapitul 7
La teorie des seriis numerichis

Considerin une sucession a, cun tiermins reai. La sume Sy dai prins N tiermins
e ven clamade sume parzial N-esime di a,,:

N

Sy = Zan.

La sucession des sumis parzials e ven clamade serie associade ae sucession a,,. Par
definizion o vin che

00
E ap = lim SN.

N—o00
n=0

Se il limit al e finit, si dis che la serie e converg.

Proposizion 7.1 Se la serie Y > a, e conver¢, alore ay, e tint a zero par n che
al tint a infinit.

Dimostrazion:
Di fat al &
any1 = Sny1 — SN
Alore
lim ayg41 = lim Sy — lim Sy =0.
N—oc N—oc N—oc

Ven a stai la tesi.

71
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7.0.1 La serie gjeometriche

Che al sedi z un numar real, alore la so serie gjeometriche associade e je

o0
Y ab=1+4z+a"+ .
k=0
11 limit de sucession associade 2* al & diverzint se |z| al & plui grant in mit strent
di 1, ale 1sex =1 e nol esist se z = —1, ducje par chescj valors di = la serie
3 ) . .
gjeometriche e diver¢. Suponin alore che |z| < 1. La sume parzial n-esime e sara

1 — .71"+]

Sp=14+z+2>+. +2"=
11—z

Parce che nus ven de algjebre la formule
l1-z")=0-2)14+z+..+2").

Alore
1— $n+1 1
lim =
n—oo 1—2g 11—z

cuant che |z| < 1. Duncje in struc
oo
1
Y oab=—— (z[ <)
1—-z
k=0

7.1 Seriis cun tiermins no negatifs

A son chés seriis dula che la sucession di partence e & ducj i tiermins no negatifs.
Al & clar che lis seriis no negativis a son ancje sucessions monotonis cressintis, e
duncje a an simpri limit, finit o ben infinit. Un esempli classic di serie no negative
e je la serie seguint:

Nk 1 2

Y —— =044+

k:0k+1 2 3

Calcolin il limit de sucession associade
k
lim —— =
k—oo k +1

Duncje par 7.1 la serie e je diverzint.
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7.1.1 Criteris di convergjence: il criteri dai integrai

Teoreme 7.2 (criteri dai integrai) Che e sedi ) . °a, une serie a tiermins
positifs, ¢ un numar naturdl, e f(z) une funzion definide sul interval [c,0),
continue, monotone e decressint, tal che

f(k) = ak
par ogni k numar natural plui grant o compagn di c. Alore, la serie e conver¢ se
e dome se
oo
/ f(z)dz < oc.
c
Dimostrazion:

Al & clar che, par k£ numar natural plui grant di ¢, al val

k+1
ap_1 < / f(x)dz < ag.
k

Ven a stai .
/ f(z)dz < Zan < / f(x)dx
v n=c Je—1

Di cheste relazion e ven pulit la nestre tesi.

7.1.2 Lis seriis armoniche e armoniche gjeneralizade

Considerin cumo la serie

| =

>

oo
k=1

che e je clamade serie armoniche. Doprant 7.2 nus ven che

*1
/ —dz = lim [log |z|]} = flim log |t| = oo
1 Asde]

€T t—o00

duncje, la serie armoniche e diverc.

La serie armoniche e pues jessi gjeneralizade par mie¢ di un parametro real p
diferent di 1:

<1
>

n=1
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Doprant ancje chi 7.2 nus ven:

* 1 bogplop ti-p 1
/ —dr = lim = lim - —
1 zP t—oc [y 1—p t—>ool—p 1—p

se p < 1 'integral al diverg, se invezit p > 1 I'integral al conver¢ e par consecuence
ancje la serie.

7.1.3 Altris criteris di convergjence

Teoreme 7.3 (criteri dai infinitesims) Che e sedi a,, une sucession a tiermins
no negatifs. Che al sedi p un numar real tal che

lim nPa, =1
n—oo

cun | stretamentri positif e finit. Alore:
1) sel>1, la serie Y. apn e converg.
2) sel <1, la serie Yy an e diverc.

Dimostrazion:
1) Pes ipotesis, al a di esisti un numar natural N tal che, par n > N,
al val
|nPa, —1] <1
ven a stai
0<a,< bl
npb

duncje, dal moment che par p > 1 o vin che la serie

“I+1
.

n

jessint une serie armoniche gjeneralizade, e a di converzi, nus ven ancje
che la serie > a, e converc.

2) In mit analic al & di esisti un numar natural N’ tal che, par n > N’,
nus ven

[
nPa, —1| < 3"
Ven a stai I
ﬁ < ayp.

Alore, dal moment che p < 1 la serie

=
> 5

n=1
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e je diverzint e duncje Y .7 a, e diverc.

|

Teoreme 7.4 (criteri dal rapuart) Che e sedi a, une sucession a tiermins positifs,

¢ a
. In+1
lim -2+ — .

n—0o @y

Alore la serie associade
o0

gan

n

e converg se l < 1, e invezit e diverg se l > 1.

Dimostrazion:
Fissat un numar real e picul avonde par che al sedi |l — 1] > ¢, al & di
esisti un indi¢ natural N tal che, par n > N, al ven

a
l—e< Ml <lqe

Qp
Che al sedi alore £ un numar natural plui grant di V:
1) Che al sedi [ > 1, alore, par ogni sielte di ¢ numar natural, o vin
Akt > i1l —€) > aprr—o(l —€)... > (I — €)lay.

Duncje al risulte
oo oo

Za’H'" > Z(l —€)"ag.
n n=t

=t
11 secont membri de disecuazion al diver¢ parce che al & une serie gjeo-
metriche cun [ — e > 1.

2) Che al sedi invezit | < 1, alore, in mit dal dut analic, par ogni
sielte di £ numar natural, o vin che

aprr < (I + e)tak.

Duncje al salte fur che

00 00
> ki < 30+ e
n=t n=t

Cheste volte il secont membri de disecuazion al converg, parcé che
(I+¢€ <1

|
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Atenzion: se al sucét che
. (7%}
lim =1
n—oo (],n+1

no savin di nuie dal compuartament de serie associade. Ve doi esemplis une vore
significatifs: la serie armoniche

oo oC 1
Y=yt
n n

e diverc, come che o vin viodiit, ma

nfl

lim = lim —— =1.
n—00 (p 41 n—00 (n + 1)*1

Di ché altre bande, la serie armoniche gjeneralizade

e converg e o vin simpri

. anp
lim = lim
n—00 Qp 41 n—o00 n

Teoreme 7.5 (criteri de lidris) Che e sedi a,, une sucession no negative e che
al sedi

lim a, =1

n— 00

cun | diferent di 1. Alore, la serie associade e conver¢ sel < 1 e e diverg sel > 1.

Dimostrazion:
La dimostrazion e je simile a ché di 7.4. Di fat che al sedi ¢ un numar
real tal che

I —1] > e.

Alore, al esist un indi¢ N che, par n > N, al val

|\ a, — 1] <€

ven a stai

(I —€) < ¥Yap, < (I+e).
Che al sedi £ un numar natural plui grant di V, e [ > 1. Duncje nus
ven che (I —¢€) > 1, alore

(I —e)* > ay.
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Duncje al risulte
-0t <3
n=~k

Cumo il prin membri de disecuazion al diverc, parce che si trate di
une serie gjeometriche cun (I — €) > 1, duncje la serie associade ae
nestre sucession e diverg.

Il cas I < 1 si fas in mut analic doprant la disecuazion
Van < (I+¢€).
Al ven che, par k plui grant di N,
ag S (] + E)k
ven a stai
o oo
I AR
n=k n=k

ma cheste volte il secont membri de disecuazion al converg, par vie
che (I4+¢€) < 1.

|

Atenzion: tal cas che [ = 1 no savin nuie dal compuartament de funzion.

Teoreme 7.6 (criteri dal confront asintotic) Che e sedin a, e b, dis suces-
sions no negativis. Cun di plui che al sedi

cun | positif in mit strent e finit. Alore, il compuartament de serie associade ae
sucession an al € chel stes de serie associade a by,.

Dimostrazion:
Fissat un e picul a plasé, par n plui grant di un ciert valor N, o vin
che
|Z— —ll<e
n

Che al sedi k£ un numar natural plui grant di N, alore nus ven che

(Il —€e)br <ap <(l+e€)by
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passant aes seriis associadis, nus ven

Z (I —e¢) Z Z (I+¢€).
n=~k n=k n=k

Ven a stai la tesi.

7.2 Lis seriis a segn alterni

Lis seriis a segn alterni, a son chés seriis dula che no son plui vincui di positivitat
sul segn di ogni singul element de sucession. Ta chestis seriis o vin une alternance
di tiermins positifs e negatifs. Ve chi un esempli di serie a segn alterni.

7.2.1 La serie telescopiche

La serie telescopiche o ben di Mengoli, si costruis a parti di une sucession b,, che
e tint a di un limit finit /. Che e sedi par definizion

Ay = bn—|—1 — bn

La serie telescopiche e je la serie associade ae nestre sucession a,. Alore o vin
oo [e.e]
E Ay, E n—l—l = lim (bN_|_1 *bN-l-bN*...*bo) :l*b[].
0 N—o00
n— n=0

7.2.2 Un criteri di convergjence pes seriis alternis

Teoreme 7.7 (di Leibnitz) Che e sedi a,, une sucession a tiermins positifs che
e tint a zero e che je decressint definitivementri (ven a stdi di un ciert indi¢
indevant). Alore la serie

o

Z(*I)H_H(I,n =a1— a2 +a3 — Q4 + ...

n=1

e conver¢ a un ciert valor finit S. Cun di plui o vin che
‘Srn - S‘ < Ap+1-

Ven a stai o sin bogns di da une stime dal erér che o fasin aprossimant la serie
cuntune sume parzial.
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Dimostrazion:
Che al sedi £ un numar natural avonde grant. Alore

Sokyo = Sop + (a2k41 — G2p42)
duncje la sucession des sumis parzidls pars e je cressint. Di ché altre
bande

Sok+1 = Sok—1 — (a2 — agk+1)
e duncje la sucession des sumis parziils dispars e je decressint. Cun
di plui o vin che

Sok41 — Sog = a1 >0
duncje al risulte
Sok+1 > Sak > So

ven a stai la sucession So, 1 al varia di £ e je decressint e inferior-
mentri limitade, duncje e convergc. La sucession Sy e je cressint e
superiormentri limitade dal limit de sucession dispar Sy, duncje e
a di converzi. Lis dos sucession a converzin al stes limit, di fat

lim Sgk+] — lim Sgk = lim A2k+1 = 0.

k—o00 k—o0 k—o0

Alore al risulte che

0o
Z(—l)"HaH = lim Sgpy1 = lim Sy, = S.
n—1 k—o0 k—o0

Par tant, o vin che Sy, < § < S9i41, par ogni k¥ numar natural avonde
3 +1, P
grant. Din cumo une stime dal erdér che o fasin aprossimant S cun Sp:

0< 85— Sop < Sopq1 — Sop = aop4
0 < Sopr1 =8 < Sopy1 — Sopyo = azp42

ven a stal e val la formule
|S - Sn| < api1-
Od

Un esempli di serie alterne dula che si pues dopra il criteri di Leibnitz e je la serie

Z(il)n_H%'

n=1

armoniche a segn alterni:

Che cheste serie e converg al ven pulit di 7.7. Une s0 stime, a mancul di un eror
di 0.25, e je la sume dai prins tré tiemins:

1 1 11
S3=1+-+-=—=1.8333...
3 +2+3 6
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7.3 La convergjence assolude

Definizion 7.8 Che e sedi a, une sucession cun segn cualsisei. La sucession dai
valors assolits di a, e ven segnade cul simbul |ay,|. Se la serie associade

o)

D

n=0

an|

e conver¢, si dis che la serie Y . ap e je converzint in miit assoliit.

La convergjence assolude e je peade ae convergjence ordenarie dal impuartant
teoreme che al seguis.

Teoreme 7.9 Une serie che e converc in mit assolit e converc.

Dimostrazion:

Considerin la sucession a,, e di cheste o costruin altris dos sucessions.
+

n?
e val ap, cuant che a; al & positif e zero inaltro. La seconde, che o

segnarin cun a,,, e je clamade part negative di a,, € e vl —ay, cuant
che ay al & negatif, e zero inaltro. Alore al risulte che

La prime, che o segnarin cun a;, e je clamade part positive di a,, e

an = a; —a, e duncje Sy =Sk — Sy
Cun di plui nus ven che
0<al <lay) e ancje 0<a, <|ay|

par ogni valor dal indi¢ n. Alore o vin che

o oo oo o
DCED SIS VEED S
n n

Jessint che la serie

an.

o0

D lan|

n

e conver¢ par ipotesi, e visantsi che

lim Sy = hm S?\}fth

N—oc N—

nus ven la tesi.

Par esempli la serie

[e.e]
>y (="
n?2
n=1
e je converzint in mut assolut e duncje e converg.



7.4. ESERCIZIS

7.4 FEsercizis

1. Studia il caratar des seriis

> arct
Z arc_ar;;z Zsm 1/n),
1

o0
Zsm Z cos(1/n) —1).
n=1
2. Studia il caratar des seriis
(o]
Z( " sin(n Z exp — —n,
n=1

81
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