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ontribût de Regjon Autonome Friûl-Vignesie Juliee 
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Istitût ladin furlan\Pre Che
o Pla
erean"2001





JentradeDai timps di Josef Mar
het i furlans a �an smirât a transformâ la lôr fevele, ilfurlan, intune lenghe di ûs normâl in dutis lis situazions de vite moderne, fasint-le jentrâ an
je tai setôrs plui spe
ializâts e slargjantle ai regjistris plui \alts" de
omuni
azion inteletuâl: sien
e, �loso�e, teologjie. Dasp�o la aprovazion des le�
sstatâl e regjonâl su la tutele dal furlan, 
heste volontât di \normalizazion" (in sens
atalan) e je deventade la politi
he lenghisti
he u�
iâl des Instituzions furlanis,alman
ul a nivel teori
. Chest al vûl d̂�, in parti
ulâr, la introduzion dal furlantes s
uelis - de materne �n a l'universitât - tant 
he lenghe di insegnament. Chestal var�es di puartâ, 
ul timp, i insegnants a fevelâ par furlan ai lôr arlêfs di sien
e,leteradure, �loso�e, e di sepi Diu 
e, e dut 
hest 
ome fat 
uri
ulâr, al ven a stâinormâl.Par rendi 
hest mera
ul possibil a 
oventin une serie di azions preventivis:a) indotâ la lenghe furlane dai regjistris sienti�
s e, in spe
i�
, introdusi il lessi
te
ni
 de matemati
he, de �si
he, de biologjie;b) formâ i insegnants;
) prontâ i supuarts didati
s: i libris ma an
je i impres
j informati
s;d) meti dongje une leteradure sienti�
he, sei divulgative 
he di ri
er
je, par furlan.In 
hestis direzions al
 si �e za mot; an
jem�o pô
 ma il pro
�es al �e inviât. Ovin il lavôr su la nomen
ladure di diviersis dissiplinis, sienti�
his e no (ativitâtl�a 
he si distint l'Istitût Ladin Furlan \Pre Che
o Pla
erean"). O vin 
a e l�a
ual
hi arti
ulut 
he al trate, a nivel divulgat̂�f, di arguments sienti�
s. In �n ovin un prin libri sienti�
 dut te nestre lenghe: \Il 
jâf dai furlans" dal innomenâtneurolenghist Fran
 Fari. Pô
 e nuie, ma o vin di visâsi 
he la sien
e par furlane je une ativitât 
untune storie une vore resinte; si pues d̂� 
he e �a an
jem�o dipart̂� in maniere sistemati
he. Chest Zenâr un trop di furlans si son dâts dongjete So
ietât Sienti�
he e Te
nologji
he Furlane (SSTeF) par dâ une sbruntade in
heste direzion.



6 Vuê o vin il plasê di saludâ la publi
azion di un se
ont libri sienti�
 s
rit parfurlan \Une introduzion ae analisi matemati
he" di E. Paolini e M. Fogale. Sitrate di un test pre
iôs par plusôrs resons. Intant al �e il prin libri di matemati
hestampât par furlan. Si trate di un \vêr" libri di matemati
he, no di un test di-vulgat̂�f. Par 
onse
uen
e il libri al dopre il st̂�l rigorôs, sut e \e
onomi
" tipi
dal lenga�
 matemati
. Un st̂�l une vore formalizât, fat di se
uen
is logji
his dide�nizions, proposizions, lemis e teoremis, l�a 
he ogni peraule e �a une sô valen
ete
ni
he de�nide, e nissune peraule e je di masse. Pe lenghe furlane si trate de
on
uiste di un regjistri lenghisti
 gnûf, il plui formâl e astrat 
he al sei, e dun
jean
je de dimostrazion prati
he 
he la lenghe e pues jonzi 
ualsisei regjistri.Se
ont: si trate di un test didati
 svelt, util par imparâ l'analisi matemati
heo par 
ir̂� fûr un teoreme 
uant 
he al 
ovente. Un test 
he al pues jessi doprâtdai students dai ultins agns dal li
eu - o an
je a l'inizi de universitât - par studiâl'analisi matemati
he 
un fa
ilitât, 
en
e pierdi nuie rispiet a un test tune 
ualsiseialtre lenghe. Al �e an
je un libri fortunât, tal sens 
he al jes tal moment just, propit
uant 
he al ta
he a 
oventâ.Tier�
: l'analisi matemati
he e je une materie no dome fondamentâl, ma an
jestrumentâl par 
uasi dutis lis altris dissiplinis sienti�
his e te
ni
his (la �si
he,l'inzegnerie, e vie indenant). Cun 
hest libri Paolini e Fogale a �an butadis j�u lisfondis par fevelâ par furlan di dutis 
hestis materiis.Il titul dal libri \Une introduzion ae analisi matemati
he" al pant la nature (el'ambizion) dal libri. Si trate di un libri 
he al introdûs a la materie, espli
ant i
on
ets, i metodis, i esemplis e i risultâts fondamentâi, lassant a seguit̂�fs profondi-ments i risultâts di nature plui spe
ializade. Pi di man
ul si trate di un libri rigorôse ben 
onstrû�t, 
untune impostazion moderne e direte. Un test an
je 
omplet (tailimits des �nalitâts 
he i autôrs si son dâts). In sumis, un libri 
he al sta a pâr 
uimiôr tes
j de sô 
ategorie.Il fat di jessi une introduzion, e di jessi dut somât un test 
urt, al �e un avan-ta�
. No dome par vie 
he al pues jessi 
onsultât tant 
he riferiment rapit, masoredut par
�e 
he al pues jessi doprât di une platee une vore largje di utilizadôrse dun
je al pues judâ 
etant l'afermâsi de nestre lenghe si
u lenghe sienti�
he.Tal 
onstrû� une leteradure sienti�
he par furlan, al rione part̂� di tes
j sienti�
s
untun potenziâl di letôrs il plui lar
 possibil. La sielte fate dai nestris doi autôrse je, 
en
e fal, la miôr possibile sot 
hest aspiet. Al 
oventar�es in 
urt an
je untest di gjeometrie gjenerâl e/o algjebre lineâr; o invidi i ben intenzionâts a s
rivilu.



7Par dutis 
hestis resons, i furlans - alman
ul 
hei 
he a �an inter�es sienti�
s - as
uegnin jessi agrâts a Paolini e Fogale pe vore fate. Al reste an
jem�o un 
antindi frontâ, 
hel plui problemati
. O vin dit 
he 
hest libri - propit pe sô fondamen-talitât - al bute lis fondis dal lenga�
 sienti�
 furlan no dome te matemati
he. Al�e destin 
he 
ui 
he al s
r̂�f par prin di une materie intune lenghe al �sse no domela relative nomen
ladure, ma al de�n��s an
je il sens te
ni
 pre
̂�s des peraulis (unlenga�
 te
ni
 al �e diviers de lenghe di ogni d�� propit par
�e 
he lis peraulis a �ansigni�
an
is de�nidis; peraulis 
he a son sinonims tal ûs 
orint no lu son tal ûs te
-ni
). Chest, potenzialmentri, al var�es di su
edi an
je 
un 
hest libri. Lis soluzionsdopradis dai autôrs sono simpri lis miôrs possibilis? No lu sai. Cual
hi via�
 lislôr sieltis a son disferentis di 
hês ra
omandadis tal libri \La nomen
ladure desmatemati
his" di De Clara, Mitri, Pittana. In font si trate nome di 
onvenzions.Dut 
âs su 
hes
j aspiets 
onvenzionâi bisugnar�a metisi d'a
uardi in 
urt. O pûrsi �a di sperâ tune produzion sienti�
he par furlan avonde bondante e 
uali�
adedi 
jatâsi 
un des sieltis 
he si imponin 
u la fuar
e de 
uantitât e 
ualitât deleteradure te
ni
he 
he lis adote. Sper��n ben. Sergio Ce
ottiVi
ePresident de SSTeF





Preambul\Il distin dai popui al �e mistereôs. No si sa ni 
uant 
he a nassin, ni 
uant 
he amuerin, Chest al parten al misteri di Diu e de storie. Nô per�o o pod��n, o s
ugn��nmetile dute par restâ v̂�fs, par jessi atôrs, sogjets, protagonis
j de nestre storie..."(Antoni Beline)Une introduzion ae analisi matemati
he al �e un progjet 
he al nas 
un dôs �-nalitâts: di une bande al �e un lavôr di didati
he de matemati
he, di 
hê altre al �ean
je un lavôr di ri
er
je terminologji
he su la lenghe furlane. Il test al �e pensâtprin
ipalmentri par students universitaris e al fronte in mût sinteti
 i argumentsfondamentâi di un prin 
ors di analisi matemati
he. Ae �n di ogni 
japitul si 
jatean
je une pi�
ule ra
uelte di eser
izis. Dal pont di viste terminologji
, o vin tignût
ome riferiment i lavôrs sul lessi
 de matemati
he 
he a son 
itâts tes notis biblio-gra�
his ae �n dal libri. In 
ual
hi 
âs, per�o, o vin sielzût des soluzions diferentispar
�e 
he nus �an parût plui funzionâls e doprabilis. Chest al �e stât simpri fat sula fonde di esperien
is reâls di didati
he in lenghe furlane. O sper��n 
he il nestrilavôr al sedi util. Pagn�a, ai 6 di Mai dal 2001.
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ontinuis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293.2 Limits di funzions a valôrs reâi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303.2.1 Tabele dai limits notevui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353.3 Eser
izis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354 Lis derivadis 394.1 Il 
on
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Cjapitul 1Spazis metri
s e topologji
s
1.1 Spazis topologji
sDe�nizion 1.1 Consider��n un insiemit1 X no vueit e une 
lasse � di sotinsiemitsdi X. La 
ubie (X; �) e ven 
lamade spazi topologji
 se e dome se a valin lispropietâts seguintis:1) X e l'insiemit vueit i partegnin a � ,2) l'union in�nide di elements di � i parten an
jem�o a � ,3) l'intersezion �nide di elements di � i parten an
jem�o a � .� e ven 
lamade topologjie sul spazi topologji
 X e i siei elements a son 
lamâtsinsiemits vierts (o plui sempli
ementri vierts) di X.De�nizion 1.2 Che al sedi X un spazi topologji
 e S un so sotinsiemit. Se il
omplementâr di S in X al �e viert alore S si d̂�s sierât di X.De�nizion 1.3 Che al sedi X un spazi topologji
. Se par ogni 
ubie di elementsdistints a e b di X a esistin doi vierts A e B di X 
he a �an intersezion vueide etâi 
he a 2 A e b 2 B, X si d̂�s spazi topologji
 di Hausdor�.De�nizion 1.4 Che al sedi X un spazi topologji
, p un element di X. Un insiemitW si d̂�s 
ir
ondari2 di p se al esist un viert V 
he al 
onten p e 
he al �e 
ontignûtdi W .De�nizion 1.5 Che al sedi X un spazi topologji
, I un so sotinsiemit e x unelement di I. Si d̂�s 
he x al �e un pont di a
umulazion di I se 
ualsisei 
ir
ondaridi x al 
onten un pont di I diferent di x.1par inglês: set. Altris propuestis par 
hest tiermin a son intune [NM℄, adune [L2000℄.2par inglês: neighbourhood. Par italian: intorno. Cheste soluzion si le 
jate in [L2000℄.13



14 CJAPITUL 1. SPAZIS METRICS E TOPOLOGJICSDe�nizion 1.6 Che al sedi X un spazi topologji
, I un so sotinsiemit e x unelement di X. Si d̂�s 
he x al �e un pont aderent di I se ogni so 
ir
ondari al
onten alman
ul un pont di I.De�nizion 1.7 Che al sedi X un spazi topologji
, I un so sotinsiemit e x unelement di X. Si d̂�s 
he x al �e un pont interni di I se al esist un so 
ir
ondari
he al �e 
ontignût di I.De�nizion 1.8 Che al sedi X un spazi topologji
 e V un so sotinsiemit. L'in-siemit �V formât di du
j i ponts aderents di V al �e 
lamât 
lusure3 di V inX.De�nizion 1.9 Che al sedi X un spazi topologji
 e V un so sotinsiemit. L'in-siemit formât di du
j i ponts internis di V al �e 
lamât part interne di V inX.Proposizion 1.10 Che al sedi X un spazi topologji
 e V un so viert. Alore V al
oin
̂�t 
un l'insiemit dai siei ponts internis.Dimostrazion:Al �e 
lâr 
he se p al �e un pont interni a V alore p i parten a V . Di 
hêaltre bande se p i parten a V , alore V al �e un 
ir
ondari di p. 2Proposizion 1.11 Che al sedi X un spazi topologji
 e S un so sierât. Alore S al
oin
̂�t 
ul insiemit dai siei ponts aderents.Dimostrazion:Al �e 
lâr 
he se p i parten a S alore p al �e un pont aderent di S. Di 
hêaltre bande 
he al sedi p un pont aderent di S e met��n par assurt 
hep no i partegni a S. Alore p i parten al 
omplementâr di S 
he al �e unviert e dun
je p al �e un pont interni dal 
omplementâr di S par 
hel
he o vin za dit. Dun
je al esist un 
ir
ondari di p (il 
omplementârdi S) 
he nol interse
he S e 
hest al va 
uintri de ipotesi di p aderenta S. 2Proposizion 1.12 Che al sedi X un spazi topologji
 e V un so sotinsiemit. La
lusure �V di V in X e je un sierât.3par inglês: 
losure, la soluzion propueste in [L2000℄ e je 
ludidure.



1.1. SPAZIS TOPOLOGJICS 15Dimostrazion:Al baste fâ viodi 
he il 
omplementâr di �V in X al �e viert. �V 
 e tendentri du
j e dome 
hei elements a di X 
he a �an un 
ir
ondari Va 
heal �a intersezion vueide 
un V . L'insiemitI = [a2 �V 
 Vaal 
onten �V 
 e in plui e al �e viert par
�e 
he al �e union di vierts. Di
hê altre bande I al �e an
je 
ontignût di �V 
, par
�e 
he ogni Va al �e
ontignût di �V 
. Di fat, par vie 
he Va al �e viert, par ogni pont p diVa al esist un 
ir
ondari di p 
he al �e 
ontignût in Va. Dun
je al saltefûr pul̂�t 
he p no i parten a �V . 2Par vie 
he il 
omplementâr de 
lusure di un insiemit 
ualsisei al 
oin
̂�t 
un lapart interne dal 
omplementâr, al ven pul̂�t 
he e vâl an
je la seguint.Proposizion 1.13 Che al sedi X un spazi topologji
 e V un so sotinsiemit. Lapart interne di V in X e je un viert.De�nizion 1.14 Che al sedi (X; �) un spazi topologji
 e A un sotinsiemit di X.La 
lasse di insiemits �A = fB \A jB 2 �g, si d̂�s topologjie indusude di X soreA.Si pues di fat viodi 
un fa
ilitât 
he la 
ubie (A; �A) e je un spazi topologji
.De�nizion 1.15 Che al sedi (X; �) un spazi topologji
. Une 
lasse B di vierts diX si d̂�s base pe topologjie � se ogni element di � al �e union di elements di B.Teoreme 1.16 Che e sedi B une 
lasse di sotinsiemits dal insiemit X. Alore Be je une base par une topologjie su X se e dome se1) X e je l'union di du
j i elements di B2) se b e b0 a son elements di B, alore, par ogni pont p 2 b\ b0, al esist un elementdi B 
he al �e 
ir
ondari di p e 
he al �e 
ontignût in b \ b0.Dimostrazion:Che e sedi B une base par une topologjie, aloreX al �e un viert e dun
jeunion di elements di B. Se b e b0 a son doi elements di B, alore a sonvierts. Dun
je an
je la la lôr intersezion e je vierte e partant union dielements de base B. Al ven pul̂�t 
he al esist un element di B 
he al�e 
ontignût in b \ b0 e 
he il pont p i parten. Di 
hê altre bande se a



16 CJAPITUL 1. SPAZIS METRICS E TOPOLOGJICSvalin i ponts 1 e 2 alore B e je une base par une topologjie. Di fat 
hee sedi � la 
lasse di insiemits formade da du
j i sotinsiemits 
he a sonunion di elements di B. L'insiemit vueit e l'union vueide di elementsdi 
ualsisei famee dun
je i parten a � , di 
hê altre bande X 2 B edun
je X 2 � . An
je l'union in�nide di elements 
he i partegnin a � eje an
jem�o un element di � . Al reste di fâ viodi 
he l'intersezion �nidedi elements di � i parten an
jem�o a � . Che a sedin A1 e A2 elementsdi � , alore al vâl A1 =[i2I bj e A2 = [j2J bjdul�a 
he bi 2 B par ogni i 2 I e bj 2 B par ogni j 2 J . Alore par ognii e j al vâl A1 \A2 = ([ bi) \ ([ bj) =[(bi \ bj):Pal pont 3 o vin 
he par ogni pont p 2 bi \ bj al esist un element bp diB 
he al 
onten p e 
he al �e 
ontignût di bi \ bj. Dun
je al vâlbi \ bj = [p2bi\bj bp:Al ven pul̂�t 
he A1 \A2 i parten a � . 2De�nizion 1.17 (
ontinuitât e topologjie) Che a sedin (X; �) e (Y; ��) doispazis topologji
s. Une funzion f : (X; �) ! (Y; ��)si d̂�s 
ontinue se par ogni b 
he i parten a �� al vâlf�1(b) 2 �:De�nizion 1.18 Che al sedi (X; �) un spazi topologji
. Une 
ualsisei famee diinsiemits fAigi2I 
un Ai 2 � par ogni i 2 I e tâl 
heX =[i2I Aie ven 
lamade 
uvierzidure4 di X.4par inglês: 
overing. Par italian: ri
oprimento.



1.2. SPAZIS METRICS 17De�nizion 1.19 (
ompate
e e topologjie) Un spazi topologji
 si d̂�s 
ompatse di ogni 
uvierzidure si pues gjavâ fûr une sot
uvierzidure �nide.Teoreme 1.20 Un sotinsiemit Y di un spazi topologji
 
ompat X al �e 
ompat (tetopologjie indusude) se e dome se al �e sierât.Dimostrazion:Che e sedi R une 
uvierzidure di Y . Alore o viod��n 
he R [ fX n Y ge je une 
uvierzidure di X e, dal moment 
he X al �e 
ompat, o podin
jatâ une sot
uvierzidure �nide di X. Gjavant di 
heste 
uvierzidureil viert X n Y o vin une sot
uvierzidure �nide di Y . 2Teoreme 1.21 Che e sedi f : X ! Y une funzion 
ontinue fra spazis topologji
s.Se K al �e un 
ompat in X alore f(K) al �e un 
ompat in Y .Dimostrazion:Al baste fâ viodi 
he se R e je une 
uvierzidure di f(K), la fameeR0 = ff�1(A) A 2 Rg e je une 
uvierzidure di K. Dun
je R0 e ametune sot
uvierzidure �nide di K. A 
heste sot
uviezidure i 
orispuint,simpri par tramit di f , une sot
uvierzidure �nide di f(K). 21.2 Spazis metri
sDe�nizion 1.22 Consider��n un insiemit X no vueit. Une funziond : X �X ! R+tâl 
he par ogni a, b e 
 elements di X a valin1) d(a; a) = 02) d(a; b) = d(b; a) (simetrie)3) d(a; 
) � d(a; b) + d(b; 
) (disevualian
e triangolâr)e ven 
lamade distan
e. Il numar reâl r = d(a; b) si 
lame distan
e fra i elementsa e b.De�nizion 1.23 Un insiemit X dotât di une distan
e d al ven 
lamât spazimetri
.De�nizion 1.24 Che al sedi (X; d) un spazi metri
, x0 un element di X e � unnumar reâl. Si d̂�s sfere (vierte) di 
entri x0 e rai � l'insiemitS(x0; �) = fx 2 X j d(x0; x) < �g:



18 CJAPITUL 1. SPAZIS METRICS E TOPOLOGJICSUn spazi metri
 al pues jessi dotât di une struture naturâl di spazi topologji
, 
heal vûl d̂�, in buine sostan
e, 
he ogni spazi metri
 al �e an
je un spazi topologji
.Di fat al baste de�n̂� la topologjie � in 
heste maniere:� = fV j 8x 2 V 9r > 0 jS(x; r) � V g:Al �e 
lâr 
he 
uant 
he intun spazi metri
 si fevele di vierts, sierâts, ponts dia
umulazion, funzions 
ontinuis e vie indenant, o stin 
onsiderant 
heste topologjie.De�nizion 1.25 Si d̂�s 
he un sotinsiemit di un spazi metri
 X al �e limitât se eesist une sfere S tâl 
he Y � S.Teoreme 1.26 Che al sedi X un spazi metri
 e K un sotinsiemit 
ompat di X.Alore K al �e sierât in X.Dimostrazion:Che al sedi x un pont di a
umulazion di K e met��n par assurt 
he x 62K. De�n��n A0 = K nS(x; 1=2), Ak = K\S(x; 1=2k)nS(x; 1=(2k + 1))par k = 1; 2; : : : e 
onsider��n la famee R = fAk : k = 0; 1; 2; : : :g. Re je une 
uvierzidure di K. Se e esist�es une sot
uvierzidure �nide diR, o var�es 
he K � K n S(x; 1=(2n)) par 
ual
hi n. Chest al �e assurtpar
�e al vûl d̂� 
he x nol �e un pont aderent di K. 21.3 Topologjiis e metri
his sore spazis reâiI elements di Rn a son lis n-plis (x1; x2; :::; xn) dul�a 
he xi 2 R par ogni i =1; 2; ::; n. Sore Rn pal solit si de�n��s la metri
he derivade de distan
e pitagori
he.Che a sedin x = (x1; x2; :::; xn) e y = (y1; y2; :::; yn) alored(x; y) = jx� yj =vuut nXi=1(xi � yi)2:Si pues viodi in plui 
he lis sferis viertis Rn a formin une base pe topologjieindusude de distan
e d. Con
entr��nsi 
um�o su la rete5 reâl R 
u la metri
he e latopologjie dade de distan
e pitagori
he. Cul�� lis sferis viertis a son i intervai daltipo6 (a; b) dul�a 
he i numars a e b no fasin part dal interval. Lis sferis sieradisinvezit a son i intervai dal tipo [a; b℄ dul�a 
he i estrems a son tignûts dentri talinterval.5par inglês: line. In [NM℄ si 
jate drete.6in [NM℄ e [L2000℄ si 
jate tip. O vin preferide une soluzion plui in ûs.



1.4. ESERCIZIS 19Teoreme 1.27 (Heine-Borel) L'interval [0; 1℄ di R al �e 
ompat.Dimostrazion:Che e sedi R une 
uvierzidure di [0; 1℄ (ven a stâi R e je une famee divierts di [0; 1℄ 
he e 
uvier�
 [0; 1℄). Che al sedi X l'insiemit dai pontsx di [0; 1℄ tâi 
he e esist une sotfamee �nide Rx � R 
he e 
uvier�
l'interval [0; x℄. Al �e 
lâr 
he 0 2 X, par tant X nol �e vueit. Che alsedi � = supX. Viod��n in prin 
he � 2 X. Di fat 
he al sedi A 2 R un
ualsisei viert 
he al ten dentri �, pe de�nizion di sup7, al �a di esistiun � 2 X (� < �) 
un � 2 A. Dun
je vint a disposizion une famee�nide R� 
he e 
uvier�
 [0; �℄ al ven fûr 
he R� [ fAg e je une famee�nide 
he e 
uvier�
 [0; �℄. Di 
hê altre bande se R� e je la famee �nide
he e 
uvier�
 [0; �℄, not��n 
he, se � < 1, al �a di esisti un � 
he par luiR� e 
uvier�
 an
je [0; � + �℄ (
hest par
�e 
he l'union dai elements diR� e je un viert) e par tant � + � 2 X 
he al �e un assurt par
�e 
heo vin sielzût � = supX. In 
on
lusion o vin dimostrât 
he � = 1 e� 2 X, ven a stâi e esist une sotfamee �nide di R 
he e 
uvier�
 [0; 1℄.2Not��n 
he di 
hest teoreme al ven fûr 
he ogni insiemit sierât e limitât di R al�e 
ompat. Di fat 
he al sedi Y un insiemit sierât di R 
un Y � S(x0; r). Lafunzion f R ! R, f(x) = (x � x0)=(2r) + 1=2 e je une funzion 
ontinue 
uninvierse 
ontinue. Dun
je f(Y ) al �e sierât (jessint Y sierât e f�1 
ontinue) e alsalte fûr f(Y ) � [0; 1℄. Ven a stâi f(Y ) al �e un sierât tun 
ompat dun
je al �e
ompat, e an
je Y = f�1(f(Y )) al �e 
ompat jessint f�1 
ontinue. Di 
hê altrebande, not��n 
he in gjenerâl un insiemit no limitât Y di un spazi metri
 X nolpues jessi 
ompat. Di fat, sielzût un 
ualsisei pont x 2 X, 
onsider��n la fameeR = fS(x; k) \ Y j k = 1; 2; : : :g. R e je une 
uvierzidure di Y e, se al fos pussibilgjavâ fûr une sot
uvierzidure �nide, o varessin 
he Y � S(x; n) (dul�a 
he n al �eil rai plui grant des sferis de sot
uvierzidure) e 
hest al va 
untri l'ipotesi Y nolimitât. O vin an
je viodût 
he i insiemits 
ompats di spazis metri
s a son sierâts.Dun
je si �a 
he i insiemits sierâts e limitâts di R a son du
j e dome i sotinsiemits
ompats di R.1.4 Eser
izis1. Che al sedi X un 
ualsisei insiemit. Consider��n lis dôs fameis � = 2X(l'insiemit des parts di X) e � = f;;Xg.7estrem superiôr di un insiemit.



20 CJAPITUL 1. SPAZIS METRICS E TOPOLOGJICS(a) Dimostrâ 
he (X;�) e (X;�) a son topologjiis su X (� e ven 
lamadetopologjie dis
rete e � e ven 
lamade topologjie banâl).(b) Dimostrâ 
he (X;�) al �e 
ompat e 
he (X;�) al �e 
ompat se e dome seX al �e un insiemit �n̂�t.(
) Che al sedi (Y; �) un spazi topologji
. E 
he a sedin f : X ! Y eg : Y ! X funzions 
ualsisei. Dimostrâ 
he f e je 
ontinue di (X;�) a(Y; �) e 
he g e je 
ontinue di (Y; �) a (X;�).2. Che a sedin d1; d2; d1 : Rn �Rn ! R lis funzions de�nidis did1(x; y) = nXk=1 jxk � ykj;d1(x; y) = maxk=1:::n jxk � ykj;d2(x; y) =  nXk=0(xk � yk)2! 12 :(a) Provâ 
he d1, d1 e d2 a son distan
is su Rn. Par 
hel 
he al rivuarded2 pe dimostrazion de disevualian
e triangolâr si podar�a doprâ la dis-e
uazion (di Cau
hy): nXk=1 xkyk!2 � nXk=1 x2k nXk=1 y2k:(b) Dimostrâ 
he d1, d2 e d1 a indusin la stesse topologjie � su Rn. Latopologjie � e ven 
lamade topologjie eu
lidee.3. Che a sedin X;Y doi spazis topologji
s e f : X ! Y une funzion. Fissâtx0 2 X o disar��n 
he f e je 
ontinue in x0 se par ogni 
ir
ondari V dif(x0) in Y al esist un 
ir
ondari U di x0 in X tâl 
he f(U) � V (ven a stâix 2 U ) f(x) 2 V ). Dimostrâ 
he une funzion e je 
ontinue se e je 
ontinuein ogni pont dal domini.4. Si 
jati une funzion f : R! R no 
ontinue (rispiet ae topologjie eu
lidee diR).5. Che al sedi �R = R[f1g. Consider��n la famee B di du
j i sotinsiemits di Rdal tipo fx 2 R : a < x < bg e fx 2 R : jxj > ag [ f1g al variâ di a; b in R.(a) Dimostrâ 
he B e je la base di une topologjie su �R.



1.4. ESERCIZIS 21(b) Dimostrâ 
he la funzion � : [��=2; �=2℄! �R de�nide di�(x) = � tan(x) se x 2 ℄��=2; �=2[1 se noe je 
ontinue.(
) Dimostrâ 
he �R al �e 
ompat.6. Che a sedin X;Y doi spazis topologji
s e 
he a sedi B une base pe topologjiedi Y . Dimostrâ 
he une funzion f : X ! Y e je 
ontinue se e dome se parogni B 2 B si �a 
he f�1(B) al �e viert.
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Cjapitul 2Su
essions sore spazis metri
s
2.1 Lis su
essionsDe�nizion 2.1 Che al sedi X un spazi metri
. Une funzion f : N ! X e ven
lamade su
ession. O indi
ar��n 
un an il valôr di f(n). Dun
je la nestre su
essionsi pues an
je s
rivi te formefang = fa0; a1; :::; an; :::g:De�nizion 2.2 Une su
ession an si 
lame su
ession di Cau
hy se e dome se, parogni numar � plui grant di zero e pi�
ul a plasê, al esist un indi�
 n0 tâl 
he, parogni 
ubie di indi�
s m e n plui gran
j di n0, al vâld(an; am) < �:De�nizion 2.3 Si d̂�s 
he une su
ession an tal spazi metri
 X e 
onver�
 se alesist un element l di X 
he al sodisfe la propietât 
he e ven. Par ogni numar �pi�
ul a plasê, al esist un indi�
 n0 tâl 
he, par ogni n > n0, al vâld(an; l) < �:Se la su
ession an e 
onver�
 tal element l o s
rivar��n in stru
 
helimn!1an = l:Al salte fûr pul̂�t 
he une 
ualsisei su
ession 
he e 
onver�
 tal spazi metri
 X eje une su
ession di Cau
hy. Ma 
hest nol vûl d̂� 
he ogni su
ession di Cau
hy e
onver�
 in X. Di fat la su
ession e podar�es 
onverzi s��, ma a un element 
he nol fâspart di X. Pens��n par esempli al insiemit dai numars razionâi. A esistin su
essionsrazionâls 
he a 
onverzin a numars irazionâi.23



24 CJAPITUL 2. SUCESSIONS SORE SPAZIS METRICSDe�nizion 2.4 Un spazi metri
 dul�a 
he ogni su
ession di Cau
hy e 
onver�
 sid̂�s 
omplet.Par 
hel 
he o vin dit prime i numars razionâi no son un spazi 
omplet. Si puesviodi 
he invezit i reâi lu son.De�nizion 2.5 Che e sedi an une su
ession. Se nk e je une su
ession 
ressint dinumars naturâi, si d̂�s 
he la su
ession ank e je une sotsu
ession di an.2.2 Lis su
essions numeri
hisDe�nizion 2.6 Une funzion f : N! R e ven 
lamade su
ession numeri
he.Fas��n un esempli: la funzion f(n) = 1ne je la su
ession 
he e �a par tiermins 1, 12 , 13 : : : e vie indenant.De�nizion 2.7 Che e sedi an une su
ession numeri
he e l un numar reâl �n̂�t.Si d̂�s 
he an e tint a l (limn!1 an = l) se, par ogni � numar reâl pi�
ul a plasê, alesist un indi�
 n� tâl 
he, par ogni n > n�, al vâljan � lj < �(
heste e je la de�nizion di 
onvergjen
e dade prime par spazis metri
s, apli
adea R). Se invezit, par ogni numar k plui grant di zero, al esist un indi�
 n� tâl 
he,par ogni n > n�, al vâl an > ksi d̂�s 
he la su
ession an e tint al in�n̂�t.Une su
ession 
he e tint a di un numar �n̂�t e ven 
lamade su
ession 
onvergjent.Teoreme 2.8 (Bolzano-Weierstrass) Di ogni su
ession numeri
he a valôrs in-tun interval sierât e limitât de rete reâl si pues gjavâ fûr une sotsu
ession 
he e
onver�
 intun pont dal interval.Dimostrazion:Che e sedi an une su
ession a valôrs tal interval sierât e limitât [a; b℄ derete reâl. Divid��n a mie�
 
hest interval e sielz��n la part 
he e ten dentriun numar in�n̂�t di valôrs di an. Se dutis dôs a �an 
heste propietât osielzar��n par 
onvenzion 
hê plui a �
ampe. Clam��n l'interval 
jatât I1.



2.3. ESERCIZIS 25Apli
ant 
hest pro
ediment in maniere iterative o 
jat��n une su
essiondi intervai Ik di lungje
e jIkj = b� a2k :Costru��n la sotsu
ession xnk in maniere 
he il k-esim tiermin al stedisimpri tal k-esim interval. Alore o var��njank � ank+1 j � b� a2kDun
je si �a jank � ank+j j � j�1Xi=0 jani � ani+1 j �� j�1Xi=0 b� a2k+i � b� a2k j�1Xi=0 12i � 2(b� a)2ke par tant la sotsu
ession ank e je une su
ession di Cau
hy e dun
je e
onver�
 tal interval [a; b℄ (par
�e 
he R al �e 
omplet). 2O vin za viodût tal 
japitul pre
edent 
he du
j i 
ompats diR a son intervai sierâtse limitâts, al risulte, 
ome 
onse
uen
e une vore impuartant, 
he ogni su
ession avalôrs su di un 
ompat di R e �a une sô sotsu
ession 
he e 
onver�
 tal 
ompat.2.3 Eser
izis1. Dimostrâ 
he se an e je une su
ession numeri
he 
he e 
onver�
 a l, alore ogniso sotsu
ession e �a di 
onverzi a l.2. No simpri il limit di une su
ession al esist. Dimostrâ 
helimn!1 
os(n�)limn!1(�n)nno esistin.3. Veri�
â, doprant la de�nizion, 
he a valin i limits ripuartâts:(a) limn!1 2n+1n = 2



26 CJAPITUL 2. SUCESSIONS SORE SPAZIS METRICS(b) limn!1 1057n+12452n2+1 = 0(
) limn!1 enn =1(d) limn!1 7n+42n+29 = 72(e) limn!1 log nn = 0(f) limn!1pn� n = �14. Cal
olâ limn!1 11 + 1+ 11+e�n1+ 1log n5. Cal
olâ(a) limn!1 n10 sin� 2n6 �+1log n sinpn�n57�n�5n4(b) limn!1 7n+3n+2 + 2n�2n�3(
) limn!1 n7+18n6+3n5+1837n2+18497n+1399210�15n7(pn�9)(d) limn!1 np3n2(e) limn!1 log(n7)pn(f) limn!1 (pn�3)(pn�2)n(g) limn!1 n��� log nn�+ 1pn(h) limn!1 2n2+235n�4(i) limn!1 e1+log nn2(j) limn!1 n sin(sin 1n)



2.3. ESERCIZIS 27(k) limn!1 1�
os 1log n(log n)2(l) limn!1 n2 ar
sin 1n2(m) limn!1( 1n + 1n log n)p1 + n+ n2(n) limn!1 sin�n(��+ 1n )� �tan( 1n)���(o) limn!1 sin(log n+p3)n(p) limn!1 log n
os(�2+ 1n )6. Che al sedi �N = N [ f1g il spazi topologji
 dotât de topologjie indusudedi �R.(a) Dimostrâ 
he V al �e un 
ir
ondari di 1 se e dome se 1 2 V e al esistN 2N tâl 
he n > N ) n 2 V .(b) Che al sedi X un spazi topologji
. Dimostrâ 
he une funzion f : �N!X e je 
ontinue se e dome se par ogni 
ir
ondari V di f(1) al esistN > 0 tâl 
he par ogni n > N si �a f(n) 2 V .(
) Che al sedi X un spazi metri
. Dimostrâ 
he une su
ession an dielements di X e 
onver�
 a di un limit l se e dome se la funzion f : �N!X de�nide di f(n) = an, f(1) = l e je 
ontinue.7. Che al sedi X � R un insiemit 
ompat. Dimostrâ 
he X al �e 
omplet.
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Cjapitul 3Continuitât e limits di funzions
3.1 Funzions 
ontinuisDi 
um�o indenant 
he a sedin X e Y doi spazis metri
s. Par 
omoditât di notaziono indi
ar��n la distan
e de�nide su X e 
hê de�nide su Y simpri 
ul simbul d.De�nizion 3.1 Che al sedi x0 un element di X. Si d̂�s 
he la funzionf : X ! Ye je 
ontinue in x0 se, par ogni sielte di un numar � pi�
ul a plasê, al esist unnumar Æ (
he al dipent di � e x0) 
he al sodisfe la propietât 
he e ven. Par ognielement x di X 
he al diste man
ul di Æ di x0, al vâld(f(x); f(x0)) < �:Une funzion 
ontinue in ogni pont di X e ven 
lamade 
ontinue su X (e si puesviodi 
he une funzion e je 
ontinue sore X in 
hest sens se e dome se lu �e tal sensdât inte de�nizion dal 
japitul pre
edent).De�nizion 3.2 Che a sedin x e y doi ponts dal spazi X. Si d̂�s 
he une funzionf : X ! Ye je uniformementri 
ontinue se, par ogni numar � pi�
ul a plasê, al esist un numarÆ (
he al dipent dome di � e no di x e y) tâl 
he e vâl la propietât 
he e ven. Sed(x; y) < Æ alore d(f(x); f(y)) < �:29



30 CJAPITUL 3. CONTINUITÂT E LIMITS DI FUNZIONSTeoreme 3.3 (Heine-Cantor) Che al sedi D un 
ompat di R e 
he e sedif : D ! Rune funzion 
ontinue. Alore f e je an
je uniformementri 
ontinue.Dimostrazion:Met��n par assurt 
he f no sedi une funzion uniformementri 
ontinue.Alore al ven fûr pul̂�t 
he al �a di esisti un numar � tâl 
he, par ognipussibile sielte di Æ pi�
ul a plasê, e vâl la propietât seguint. A esistindoi elements x e y di D 
he a �an distan
e re
ipro
hementri minôr diÆ e 
he par lôr e vâl la formuled(f(x); f(y)) > �:Consider��n 
um�o la su
ession Æn = 1n:Par ogni Æn a esistin xn e yn 
he i partegnin a D, 
he a �an distan
efra lôr minôr di Æn e tâi 
hed(f(xn); f(yn)) > �:Par vie 
he D al �e 
ompat lis su
ession 
he o vin sielzudis a �an dôssotsu
essions xnk e ynk 
he a 
onverzin inD. Cun di plui Ænk e 
onver�
a zero. Dun
je xnk e ynk a 
onverzin al stes valôr x�. Par vie de
ontinuitât di f , alore, e var�a di jessid(f(xnk); f(ynk))! 0:E 
hest nol pues sei. 23.2 Limits di funzions a valôrs reâiDe�nizion 3.4 Che a sedin X un spazi metri
, x0 un element dal spazi X e fune funzion de�nide intun 
ir
ondari di x0 a valôrs in R. Se al esist un elementl tâl 
he, par ogni numar � pi�
ul a plasê, al esist un numar Æ tâl 
he, par ognielement x di X 
he al diste man
ul di Æ di x0, al vâljf(x)� lj < �;
hest element l al ven 
lamât limit de funzion f par x 
he al tint a x0 e si segne
ul simbul limx!x0 f(x):



3.2. LIMITS DI FUNZIONS A VALÔRS REÂI 31Not��n 
he, 
un 
heste de�nizion, se al esist il limit di f par x 
he al tint a x0 aloref e je 
ontinue in x0.Teoreme 3.5 (uni
itât dal limit) Che a sedin X un spazi metri
 e x0 un ele-ment di X. Che e sedi 
un di plui f : X ! Rune funzion de�nide su un 
ir
ondari di x0 a valôrs in R. Alore limx!x0 f(x) al�e uni
.Dimostrazion:Met��n par assurt 
he a esistin doi limits l e l0. Alore, a 
ondizion disielzi x dongje di x0, o var��n 
hejl � f(x)j < � e an
je jl0 � f(x)j < �:Sielz��n 
um�o � = jl � l0j2 :Alore jl � l0j = jl � f(x)� l0 + f(x)j <jl � f(x)j+ jl0 + f(x)j < jl � l0je 
hest nol pues jessi. 2Teoreme 3.6 (de permanen
e di segn) Che al sedi X un spazi metri
, x0 unso element e f une funzion de�nide su un 
ir
ondari di x0 a valôrs reâi. Che alsedi 
un di plui limx!x0 f(x) > 0:Alore al esist un 
ir
ondari di x0 dul�a 
he la funzion no mude mai di segn.Dimostrazion:Di fat par ipotesi o vin 
he al �a di esisti un numar Æ tâl 
hejf(x)� lj < l:Di 
hest al ven 
he�l < f(x)� l < l e dun
je 0 < f(x) < 2lven a stâi il 
ir
ondari dai elements 
he a distin man
ul di Æ di x0 al�e il 
ir
ondari 
he o 
irivin. 2



32 CJAPITUL 3. CONTINUITÂT E LIMITS DI FUNZIONSTeoreme 3.7 (dai doi 
arabin̂�rs) Che al sedi X un spazi metri
, x0 un soelement e f une funzion de�nide suntun 
ir
ondari di x0 a valôrs reâi. Cun diplui 
he a sedin g e h dôs funzions de�nidis dutis dôs sul domini di f e tâls 
he,par ogni x 
he i parten al domini di f , al vâlg(x) < f(x) < h(x) e limx!x0 g(x) = limx!x0 h(x) = l:Alore limx!x0 f(x) = l:Dimostrazion:Di fat, une volte �ssât un numar � pi�
ul a plasê, al ven 
hejh(x)� lj < � e jg(x)� lj < �a 
ondizion di sielzi x avonde dongje di x0. Di 
hest al salte fûr pul̂�t
he l � � < g(x) < f(x) < h(x) < l + �ven a stâi jf(x)� lj < � e dun
je la tesi. 2Teoreme 3.8 (des nulis o dai zeros) Che al sedi [a; b℄ un interval di R ef : [a; b℄ ! Rune funzion 
ontinue. Se f(a)f(b) < 0alore al esist un pont x0 dal interval [a; b℄ tâl 
hef(x0) = 0:Dimostrazion:Se f(a) = 0 o sin a puest. Met��n alore 
he f(a) > 0 (se no al var�a di jes-si f(b) < 0 e al bastar�a s
ambiâ f(a) 
un f(b) te nestre dimostrazion).Costru��n 
um�o une su
ession di sotintervai dal nestri interval di par-ten
e. Divid��n a mie�
 l'interval [a; b℄. Se la funzion 
al
olade tal pontmedi e je inm�o positive o 
onsiderar��n 
ome interval su
esŝ�f l'intervaldaurman plui a diestre. Se invezit la funzion 
al
olade tal pont medie je negative o 
onsiderar��n 
ome interval su
esŝ�f l'interval daurmanplui a �
ampe. Lant indevant in mût iterat̂�f o 
ostru��n la nestre su
es-sion di sotintervai. Consider��n 
um�o la su
ession dai estrems drets de
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ession di sotintervai e 
lam��nle xn. La su
ession xn e je diCau
hy e dun
je e �a di 
onverzi ad un 
iert valôr x� di [a; b℄. Di 
hêaltre bande, an
je la su
ession yn dai estrems �
amps e je di Cau
hy edun
je e 
onverzar�a a un 
ual
hi pont y� dal interval [a; b℄. Cum�ojx� � y�j < jx� � xn + xn � yn + yn � y�j< jx� � xnj+ jxn � ynj+ jyn � y�j < �a 
ondizion di sielzi i ultins trê valôrs plui pi�
ui di �3 (e 
hest si puesfâlu par 
hel 
he o vin dit prime). Dun
je lis dôs su
essions a 
onverzinal stes pont x0 dal interval [a; b℄. Di 
hê altre bande, viodût 
he lanestre funzion f e je 
ontinue, o vin 
helimn!1 f(xn) = f(x�) � 0e an
je limn!1 f(yn) = f(y�) � 0ma alore f(x0) = f(x�) = f(y�) = 0: 2De�nizion 3.9 Che e sedi f une funzion de�nide sul interval [a; b℄ de rete reâl avalôrs in R. f e ven 
lamade stretementri monotone (
ressint) se par ogni, x1 ex2 
he i partegnin a [a; b℄ 
un x1 < x2, al vâlf(x1) < f(x2):Teoreme 3.10 (de funzion invierse) Che e sedi f une funzion stretementrimonotone (
ressint) de�nide sul interval [a; b℄ de rete reâl a valôrs in R. Alore1) f(x) e assum ogni valôr fra il massim e il minim de funzion.2) f(x) e je une funzion biietive sore l'imagjine.3) f�1 e je monotone (
ressint) e 
ontinue.Dimostrazion:1) Che al sedi y0 un 
ualsisei valôr 
omprindût fra il massim e il minimdi f su [a; b℄. Consider��n la funzion ausiliarieg(x)� y0:Che a sedin 
um�o x1 e x2, in mût rispet̂�f, i doi ponts di [a; b℄ dul�a 
hef e �a il so minim m e il so massim M . Aloreg(x1) = m� y0 < 0 e g(x2) = M � y0 > 0:



34 CJAPITUL 3. CONTINUITÂT E LIMITS DI FUNZIONSDun
je, pal teoreme des nulis, al esist un valôr x0 
he al anule g(x),ven a stâi g(x0) = f(x0)� y0 = 0:2) f e je surietive insieme 
un l'imagjine pal pont 1 de dimostrazion.Nus reste di fâ viodi 
he f e je inietive. Ma 
hest al ven pul̂�t dal fat
he f e je monotone in mût strent.3) Che a sedin y1 e y2 doi elements dal 
odomini di f 
un y1 < y2.Alore f(x1) = y1 e f(x2) = y2 e x1 < x2, ma x1 = f�1(y1) e, in mûtsimil, par x2. Dun
je f�1 e je monotone in mût strent.Viodût 
he f e je 
ontinue o vin, par ogni x0 tal domini, 
helimx!x0 f(x) = f(x0):Dun
je al venlimy!y0 f�1(y) = limf(x)!f(x0) f�1(f(x)) = limf(x)!f(x0)x = x0 = f�1(y0):Ven a stâi f�1 e je 
ontinue. 2Teoreme 3.11 (di Weierstrass) Che al sedi [a; b℄ un interval de rete reâl e fune funzion li de�nide e a valôrs reâi. Se f e je an
je 
ontinue su [a; b℄, alore f eamet un massim e un minim sore [a; b℄.Dimostrazion:Che al sedi A = ff(x) jx 2 [a; b℄g:Segn��n 
un M l'estrem superiôr dal insiemit A. Alore e esist unesu
ession f(xn) 
he e tint aM. Cum�o, par 2.8, e esist une sotsu
essionxnk 
he e 
onver�
 a un pont x0 
he i parten a [a; b℄. Ma, viodût 
he fe je 
ontinue, al ven 
heM = limn!1 f(xn) = limk!1 f(xnk) = f(x0):Dun
je M no dome al �e l'estrem superiôr, ma al �e an
je il massim diA.Dimostrazion alternative: Dal moment 
he [a; b℄ al �e 
ompat e f 
on-tinue, o vin 
he f([a; b℄) al �e 
ompat ven a stâi al �e sierât e limitât.Ma al �e fa
il viodi 
he i insiemits sierâts e limitâts a ametin massim eminim. 2



3.3. ESERCIZIS 353.2.1 Tabele dai limits notevuiVe 
hi un ristret dai prin
ipâi limits notevui di funzions reâls:1. limx!0 1�
osxx2 = 122. limx!0 sinxx = 13. limx!1(1 + 1x)x = e4. limx!0 tan xx = 15. limx!1(1 + zx)x = ez6. limx!0 ex�1x = 17. limx!1 xpx = 13.3 Eser
izis1. Che e sedi f : R! R e x0, l 2 R. Si d̂�s 
helimx!x+0 f(x) = l(il limit diestri di f par x 
he al tint a x0 al �e l) se, par ogni sielte di � pi�
ula plasê, al esist Æ 2 R tâl 
he, 8x 2℄x0; x0 + Æ[ si �a f(x)� f(x0) < �. In mûtanali
 si pues de�n̂� il limit �
amp di f in x0 
he si segne 
ul simbullimx!x�0 f(x):(a) Veri�
â 
he limx!x0 f(x) = l se e dome selimx!x+0 f(x) = limx!x�0 f(x) = l:(b) Dimostrâ 
he il limit limx!0 1x nol esist.



36 CJAPITUL 3. CONTINUITÂT E LIMITS DI FUNZIONS(
) Veri�
â 
he, se al esist il limit diestrilimx!0+ sinxxalore limx!0+ sinxx = limx!0� sinxx = limx!0 sinxx :(d) Dopo di vê osservât 
he par ogni x 2℄0; �2 [ e vâl la dise
uazionsinx < x < tanxdimostrâ il limit notevul limx!0 sinxx = 1:2. Provâ 
he f(x) = � log(x+ 3)px� 2 �sinx+tan x + xpxe je une funzion 
ontinue.3. Che a sedin f; g : R! R dadis dif(x) = 0 g(y) = ( sin(y)y se y 6= 00 se y = 0:Veri�
â 
he limx!0 f(x) = 0, limy!0 g(y) = 1 ma limx!0 g(f(x)) = 0.4. Dât un insiemit A � R de�n��n la funzion 
arateristi
he �A : R ! R 
ome�A(x) = 1 se x 2 A, �A(x) = 0 se x 62 A.(a) Dimostrâ 
he la funzion �Q : R ! R no je 
ontinue in nissun pontx 2 R.(b) Studiâ la 
ontinuitât de funzion f(x) = x�Q(x).5. Provâ 
he la funzion f : R n f0g ! R de�nide di f(x) = x=jxj e je 
ontinue.Notâ 
he il gra�
 no si disegne 
en
e dista
â la pene dal sfuei.6. Provâ 
he la funzion f : R ! R de�nide di f(x) = x2 e je 
ontinue ma noje uniformementri 
ontinue.



3.3. ESERCIZIS 377. Consider��n l'e
uazion 
os x = x:Dade la su
ession (an) de�nide par ri
oren
e di a1 = 17, an+1 = 
os(an)dimostrâ 
he se al esist (�n̂�t) il limitlimn!1an = lalore l al risolf l'e
uazion dade.8. Che a sedin x; y : [0; 1℄ ! R dôs funzions 
ontinuis talis 
he x(0) = y(0) = 0,x(1) = 10, y(1) = 3. Provâ 
he al esist t 2 [0; 1℄ tâl 
he px2(t) + y2(t) = 1(ven a stâi la 
urve (x(t); y(t)) e in
uintre la 
ir
onferen
e unitarie).9. (a) Provâ 
he dade une 
ualsisei funzion 
ontinue f : R ! [0; 1℄ al esisty 2 R tâl 
he il numar di soluzions de e
uazion f(x) = y al �e diviersdi 1;(b) Provâ 
he dade une 
ualsisei funzion 
ontinue f : [0; 1℄ ! R al esisty 2 R tâl 
he l'e
uazion f(x) = y no �a soluzions x 2 R;10. Che e sedi f : R! R une funzion 
ontinue.(a) Dimostrâ 
he se f(x) > jxj par ogni x 2 R alore f e amet minim.(b) Dimostrâ 
he se jf(x)j < 1=jxj par ogni x 2 R alore f e amet massim.(
) Dimostrâ 
he se f(x) = f(x+1) par ogni x 2 R alore f e amet massime minim.(d) Dimostrâ 
he se limx!�1 f(x) = 0 alore f e amet massim o minim.11. Che e sedi f : [0; 1℄ ! [0; 1℄ une funzion 
ontinue. Dimostrâ 
he l'e
uazionf(x) = x e amet soluzion.12. Cal
olâ i limits seguints:(a) limx!1(1� 1x)3x(b) limx!2(x� 1) 2x�2(
) limx!2 sin 5xsinx(d) limx!1 x10 log x3x10+5x5+2(e) limx!�1(7� x) sin 1x :
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Cjapitul 4Lis derivadisDi 
hi indevant 
he al sedi x0 un pont de rete reâl, f une funzion de�nide sore un
ir
ondari di x0 a valôrs in R e x un pont 
he i parten al domini de funzion f .4.1 Il 
on
et di derivadeDe�nizion 4.1 Il rapuart f(x)� f(x0)x� x0al ven 
lamât rapuart in
rementâl de funzion f(x) tal pont x0.Al �e 
lâr 
he il signi�
ât gjeometri
 di 
heste grande
e al �e 
hel di rapresentâ il
oe�
ient angolâr de rete 
he passe pai ponts (x; f(x)) e (x0; f(x0)).De�nizion 4.2 Il limit dal rapuart in
rementâllimx!x0 f(x)� f(x0)x� x0se al esist al ven 
lamât derivade de funzion f 
al
olade tal pont x0 e la funzionsi d̂�s derivabil in x0.La funzion 
he a ogni pont dal domini de funzion f(x) e assegne il valôr de derivadedi f 
al
olade in 
hel pont e e ven 
lamade funzion derivade di f . La derivade dif(x) si segne pal solit 
ui simbuiDf(x) f 0(x) ddxf(x):Il signi�
ât gjeometri
 di f 0(x0) al �e 
hel di rapresentâ il 
oe�
ient angolâr de retetangjent al gra�
 de funzion f tal pont (x0; f(x0)).39
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f(x)

f(x  )0

x0 xFigure 4.1: rapresentazion gra�
he de derivade de funzion f(x).Teoreme 4.3 Se la funzion f(x) e je derivabil in x0 alore al�� e je an
je 
ontinue.Dimostrazion:Jessint f(x)� f(x0) = f(x)� f(x0)x� x0 (x� x0)par x diferent di x0, o vin 
he, passant al limit par x 
he al tint a x0,al ven limx!x0[f(x)� f(x0)℄ = limx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 limx!x0(x� x0) == f 0(x0) limx!x0(x� x0) = 0:Al ven limx!x0 f(x) = f(x0)e dun
je la tesi. 2Al �e ben visâsi 
he il teoreme pre
edent al 
ostitu��s une 
ondizion ne
essarie, mano su�
ient. Di fat nol �e nuie vêr 
he se la funzion f(x) e je 
ontinue in x0 aloree je an
je derivabil. Par esempli la funzion valôr assolûtf(x) = jxj



4.2. TRÊ TEOREMIS SU LIS DERIVADIS 41e je 
ontinue in zero, ma no derivabil di fatlimx!0+ f(x)� f(0)x = limx!0+ jxjx = 1limx!0� f(x)� f(0)x = limx!0� jxjx = �1:4.2 Trê teoremis su lis derivadisTeoreme 4.4 Che a sedin f e g dôs funzions de�nidis in un 
ir
ondari di x0 avalôrs reâi e li derivabilis. AloreD(f � g) = f 0 � g + f � g0:Dimostrazion:Di fat al �e ddx(f � g)(x0) = limx!x0 f(x)g(x) � f(x0)g(x0)x� x0 == limx!x0 f(x)g(x)� f(x0)g(x) + f(x0)g(x) � f(x0)g(x0)x� x0 == g(x0) � limx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 + f(x0) � limx!x0 g(x)� g(x0)x� x0 == f 0(x0)g(x0) + g0(x0)f(x0): 2Teoreme 4.5 (di derivazion des funzions 
ompuestis) Che e sedi g une fun-zion de�nide sul 
odomini de funzion f e al�� derivabil. Cun di plui 
he e sedi an
jef derivabil tal so domini, alore al vâlddxg(f(x)) = g0(f(x))f 0(x):Dimostrazion:Che al sedi x0 un pont dal domini di f . Se e esist une su
essionxk ! x0 di ponts tâi 
he f(xk) = f(x0) alore par fuar
e al �a di seif 0(x0) = 0 par
�e 
helimx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 = limk!1 f(xk)� f(x0)xk � x0 = 0:



42 CJAPITUL 4. LIS DERIVADISDi 
hê altre bande an
je (f Æ g)0(x0) = 0 dal moment 
he an
je (f Æg)(xk) = (f Æg)(x0). E dun
je al vâl (f Æg)0(x0) = 0 = g0(f(x0))f 0(x0).Se no esist nissune su
ession xk ! x0 
u la propietât 
he f(xk) = f(x0)al vûl d̂� 
he al esist un 
ir
ondari di x0 dul�a 
he f(x) 6= f(x0) sex 6= x0. Dun
je, in 
hest 
âs, si �ag0(f(x0)) = limy!f(x0) g(y)� g(f(x0))y � f(x0) = limx!x0 g(f(x))� g(f(x0))f(x)� f(x0)e, oviementri f 0(x0) = limx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 :Alore si �a, 
ome 
he o volevin,g0(f(x0))f 0(x0) = limx!x0 g(f(x))� g(f(x0))f(x)� f(x0) f(x)� f(x0)x� x0= limx!x0 g(f(x))� g(f(x0))x� x0 = (g Æ f)0(x0): 2Teoreme 4.6 (di derivazion de funzion invierse) Che e sedi f une funzionderivabil e invertibil, alore, se f 0(x) 6= 0 o vin, par y = f(x)ddyf�1(y) = � ddxf(x)��1 :Dimostrazion:Di fat, se o segn��n 
un y0 il valôr di f(x0), al �eddy f�1(y0) = limy!y0 f�1(y)� f�1(y0)y � y0 == limx!x0 x� x0f(x)� f(x0) = [ ddxf(x)℄�1: 24.3 Derivadis fondamentâls di funzionsIn 
heste sezion dutis lis funzion a son de�nidis intun 
ir
ondari dal pont x0.



4.3. DERIVADIS FONDAMENTÂLS DI FUNZIONS 43Teoreme 4.7 (derivazion di 
ostants) La derivade de funzion 
ostant e je nule.Dun
je e vâl la formule D
 = 0:Dimostrazion:Segn��n 
ul simbul 
 la funzion 
ostant, aloreddx
(x0) = limx!x0 
� 
x� x0 = 0: 2Teoreme 4.8 (derivazion de funzion identitât) E vâl la formuleDx = 1:Dimostrazion:Di fat al �e limx!x0 x� x0x� x0 = 1: 2Teoreme 4.9 (derivazion des funzions polinomiâls) Che al sedi n un numarint̂�r. Alore e vâl la formule Dxn = nxn�1:Dimostrazion:Dimostr��n la formule par induzion su n. Se n = 1 alore la nestreformule e je vere. Supon��nle vere par n e 
ir��n di dimostrâle par n+1.Alore Dxn+1 = D(xn � x) = D(xn) � x+ xn �Dx =nxn�1 � x+ xn = nxn + xn = (n+ 1)xn:Ven a stâi la tesi. 2Teoreme 4.10 (derivazion des funzions esponenziâls) E vâl la formuleDex = ex:



44 CJAPITUL 4. LIS DERIVADISDimostrazion:Di fat segnant exp(x) = ex si �aexp0(x0) = limx!x0 ex � ex0x� x0 = ex0 limx!x0 ex�x0 � 1x� x0
he se o segn��n x� x0 
un t al deventeex0 limt!0 et � 1t = ex0 � 1 = ex0 : 2Proposizion 4.11 Che al sedi a un numar razionâl, alore e vâl la formuleDax = lna � ax:Dimostrazion:Par vie 
he eln a = a, al ven 
he ax = ex ln a. Dun
jeddxax = lna � ex(ln a�1) � ex = lna � ex ln a == lna � (elna)x = (lna) � ax: 2Proposizion 4.12 (derivazion de funzion logaritmi
he) Che al sedi a un nu-mar reâl, alore e vâl D loga x = 1x � lna:Dimostrazion:La funzion invierse de funzion y = loga x e je x = ay. Alore, par 4.6al ven [ ddx loga x℄�1 = ddyay = ay lna = x lnaven a stâi la tesi. 2Osserv��n 
he de proposizion 4.12 al ven pul̂�t 
heD lnx = 1x:



4.3. DERIVADIS FONDAMENTÂLS DI FUNZIONS 45Teoreme 4.13 (derivazion de funzion sen) E vâl la formuleD sinx = 
os x:Dimostrazion:Di fat ddx sinx = limh!0 sin(x+ h)� sinxh == limh!0 sinx 
os h+ 
os x sinh� sinxh == limh!0 
os x � sinhh + limh!0 sinx 
os h� sinxh :E dun
je al ven 
heddx sinx = 
os x+ sinx � limh!0 
os h� 1h == 
osx+ sinx � limh!0 
os2 h� 1h � (
os h+ 1) =
os x+ sinx � ( limh!0 � sinhh � sinh
osh+ 1) = 
os x: 2Teoreme 4.14 (derivazion de funzion 
osen) E vâl la formuleD 
os x = � sinx:Dimostrazion:Di fat 
os(x) = sin(x+ �=2)dun
je D 
os(x) = D sin(x+ �=2) = 
os(x+ �=2) = �sin(x): 2Teoreme 4.15 Che e sedi la funzion f derivabil sore il so domini. Alore se f(x) 6=0 e vâl la formule ddx 1f(x) = � f 0(x)[f(x)℄2 :



46 CJAPITUL 4. LIS DERIVADISDimostrazion:Di fat, pai teoremis 4.5 e 4.9, al ven 
heddx 1f(x) = ddx [f(x)�1℄ = �[f(x)�2℄ � f 0(x): 2Teoreme 4.16 (derivazion dal rapuart di dôs funzions) Che a sedin f e gdôs funzions derivabilis sore il stes domini. Alore se g(x) 6= 0 e vâl la formuleddx f(x)g(x) = f 0(x)g(x) � f(x)g0(x)g(x)2 :Dimostrazion:Di fat, pai teoremis 4.4 e 4.3, al ven 
heddx [ 1g(x) � f(x)℄ = � g0(x)g(x)2 � f(x) + f 0(x) � 1g(x)ven a stâi la tesi. 2Teoreme 4.17 (derivazion de poten
e) Che al sedi x un numar posit̂�f e �reâl 
ualsisei. Alore si �a D(x�) = �x��1:Dimostrazion:Di fat x� = e� log(x)Dx� = D(e� log(x)) = e� log(x)D(log(x)) = x�x = x��1: 2Proposizion 4.18 (derivazion de lidr̂�s di une funzion) Che e sedi f une fun-zion derivabil sore il so domini. Alore e vâl la formuleddxpf(x) = f 0(x)2pf(x) :



4.3. DERIVADIS FONDAMENTÂLS DI FUNZIONS 47Dimostrazion:Di fat al ven 
he ddx [f(x) 12 ℄ = 12 [f(x)℄� 12 � f 0(x): 2Teoreme 4.19 (derivazion de funzion tangjent) E vâl la formuleD tanx = 1
os2 x:Dimostrazion:Di fat al ven 
he ddx sinx
os x = 
os2 x+ sin2 x
os2 x = 1
os2 x: 2Proposizion 4.20 (derivazion de funzion ar
 sen) E vâl la formuleD ar
sinx = 1p1� x2 :Dimostrazion:La funzion ar
 sen e je la funzion invierse de funzion sen. Cum�o dopr��nil teoreme di derivazion de funzion invierse 4.6:ddx ar
sinx = [ ddy sin y℄�1 = 1
os y = 1p1� sin2 y = 1p1� x2 : 2Proposizion 4.21 (derivazion de funzion ar
 
osen) E vâl la formuleD ar

os x = � 1p1� x2 :Dimostrazion:La funzion ar
 
osen e je la funzion invierse de funzion 
osen. Cum�odopr��n il teoreme di derivazion de funzion invierse 4.6:ddx ar

os x = [ ddy 
os y℄�1 = 1� siny = � 1p1� 
os2 y = � 1p1� x2 :2



48 CJAPITUL 4. LIS DERIVADISProposizion 4.22 (derivazion de funzion ar
 tangjent) E vâl la formuleD ar
tan x = 11 + x2 :Dimostrazion:La funzion ar
 tangjent e je la funzion invierse de funzion tangjent.Alore dopr��n il teoreme di derivazion de funzion invierse 4.6:ddx ar
tan x = [ ddy tan y℄�1 = 
os2 y = 11 + tan2 y = 11 + x2 : 24.4 Eser
izis1. Cal
olâ la derivade di:(a) 3x15 + 12x7 + 1x + 2x2 + 3x6 + 5(b) 1
os x+sinx(
) tanx sinx(d) qx2+x+7x+1(e) e3xe2x+e�2x2. Cal
olâ la derivade des funzions 
a sot:(a) f(x) = p2�x2exp(sin(x+2=x)) ;(b) f(x) = sin(x+ 3) 
os(4� x)e3x2 ;(
) f(x) = (x2)3x+2;3. D�̂ tropis voltis 
he e je derivabil la funzionf(x) = � e 1x se x < 0x3 se x � 0



Cjapitul 5Studi di funzions reâlsDi 
um�o indenant dutis lis funzions 
japadis in 
onsiderazion a saran simpri avalôrs reâi.5.1 Teoremis di Rolle, Cau
hy e de l'HôpitalTeoreme 5.1 (di Rolle) Che e sedi la funzion f derivabil sore l'interval viert(a; b) de rete reâl. Se la funzion e je an
je 
ontinue sore [a; b℄ ef(a) = f(b);alore al esist alman
ul un pont, interni al interval, dul�a 
he la derivade de funzione je nule.Dimostrazion:Viodût 
he la nestre funzion e je 
ontinue sore [a; b℄, par 3.11, al ven
he f e amet un massim M e un minim m sore [a; b℄. Che a sedinf(x0) = m e f(x00) = M , 
un x0 e x00 
he i partegnin a [a; b℄. Dun
jea puedin risultâ i 
âs 
he e seguissin: (1) m = M . Alore la nestrefunzion e je 
ostant e dun
je la sô derivade e je pardut nule. (2)m < M . Alore, une volte sielzût un numar reâl posit̂�f h pi�
ul a plasê,o var��n 
he f(x00 � h)� f(x00)�h � 0e an
je 
he f(x00 + h)� f(x00)h � 0:Dun
je passant al limit, par h 
he al tint a zero, al risulte 
he f 0(x00) �0 e al stes timp f 0(x00) � 0, ven a stâi f 0(x00) = 0.49



50 CJAPITUL 5. STUDI DI FUNZIONS REÂLS2Teoreme 5.2 (Cau
hy) Che a sedin f e g dôs funzions derivabilis sore l'intervalviert (a; b) de rete reâl e an
je 
ontinuis sore [a; b℄, alore al esist un pont 
 
he iparten al interval sierât [a; b℄ tâl 
hef(b)� f(a)g(b)� g(a) = f 0(
)g0(
) :Dimostrazion:Che e sedi Fk(x) = f(x)� kg(x):Fk(x) e je une funzion 
he e dipent dal parametro1 reâl k. Cir��n ilvalôr k0 
he par lui al vâl Fk0(a) = Fk0(b):Viodût 
he al var�a di jessif(a)� k0g(a) = f(b)� k0g(b)al ven 
he il valôr di k0 
irût al �ek0 = f(b)� f(a)g(b)� g(a) :Segn��n Fk0(x) 
un F (x), par 
omoditât di notazion. F (x) al sodisfe ilteoreme 5.1 di Rolle e dun
je al esist un pont 
 2 (a; b) tâl 
heF 0(
) = f 0(
)� k0g0(
) = 0;ven a stâi k0 = f 0(
)g0(
) = f(b)� f(a)g(b)� g(a) : 2Si
u 
orolari nus ven il seguint.Teoreme 5.3 (Lagrange) Che e sedi la funzion f derivabil sore l'interval viert(a; b) de rete reâl e 
ontinue sore [a; b℄. Alore al esist 
 2 [a; b℄ tâl 
he al vâlf 0(
)(b � a) = f(b)� f(a):1la soluzion di [NM℄ e je parametri. An
je 
hi si sin tignûts plui dongje dal ûs.



5.1. TEOREMIS DI ROLLE, CAUCHY E DE L'HÔPITAL 51Dimostrazion:E je la stesse di 5.2, sielzint g(x) = x. 2Teoreme 5.4 (De l'Hôpital) Che a sedin f e g dôs funzions derivabilis intun
ir
ondari dal pont x0 de rete reâl 
un derivadis 
ontinuis tal 
ir
ondari. Cun diplui 
he al sedi limx!x0 f(x) = f(x0) = limx!x0 g(x) = g(x0) = 0Alore, se al esist il limit limx!x0 f 0(x)g0(x);al vâl limx!x0 f(x)g(x) = limx!x0 f 0(x)g0(x) = f 0(x0)g0(x0) :Dimostrazion:Cjap��n in 
onsiderazion un 
ir
ondari diestri di x0, de forme [x0; x0+h℄
un h > 0. In 
hest 
ir
ondari lis funzions a sodis�n il teoreme diCau
hy 5.2 e dun
je al �a di esisti un pont, x0+�h 
un 0 < � < 1, dul�a
he e vâl la relazionf(x0 + h)� f(x0)g(x0 + h)� g(x0) = f 0(x0 + �h)g0(x0 + �h) :Segn��n x0 + h = x, alore, viodût 
he par ipotesi f(x0) = g(x0) = 0, alven f(x)g(x) = f 0(x0 + �h)g0(x0 + �h) :Dun
je, passant al limit par x 
he al va a x0, al risultelimx!x+0 f(x)g(x) = limh!0+ f 0(x0 + �h)g0(x0 + �h) = limx!x0 f 0(x)g0(x) :Dal moment 
he si pues resonâ ae stesse maniere pal 
ir
ondari �
ampdi x0 e ven la tesi. 2



52 CJAPITUL 5. STUDI DI FUNZIONS REÂLS5.2 La formule di TaylorCheste formule e 
ovente al �n di aprossimâ une funzion 
untun polinomi. Chestal pues jessi une vore util par s
lar̂� il 
ompuartament de funzion intun pont-limitx0.De�nizion 5.5 Che a sedin f e g dôs funzions de�nidis intun 
ir
ondari dal pontx0 de rete reâl. Si d̂�s 
he f al �e un o-pi�
ul (in simbui o segnar��n f 2 o(g)) di gpar x 
he al tint a x0, se limx!x0 f(x)g(x) = 0:Che e sedi f une funzion derivabil n voltis 
un 
ontinuitât intun 
ir
ondari dix0; il nestri obiet̂�f al �e 
um�o 
hel di 
jatâ un polinomi pn(x) di grât n tâl 
he ladiferen
e Rn(x) = f(x)� pn(x)e sedi un o((x� x0)n). Chest al signi�
he 
he pn al aprossime ben f(x) par x 
heal tint a x0. Cjap��n 
ome pn =Pnk=0 ak(x� x0)k il polinomi 
he al �a derivadis inx0 
he e 
oin
idin 
un lis derivadis di f . Dun
je, segnant rispetivementri 
un f (k)e p(k)n la derivade k-esime de funzion f e dal polinomi pn, al var�a di jessif (k)(x0) = p(k)n (x0) = k!akven a stâi pn(x) = nXk=0 f (k)(x0)(x� x0)k(notait 
he f (0) = f e par 
onvenzion (x� x0)0 = 1). In 
hest mût o vin 
heR(k)n (x0) = f (k)(x0)� p(k)n (x0) = 0par k = 0; 1; 2; : : : ; n. Il leme seguint nus permet di 
on
ludi 
he Rn(x) al partena o((x� x0)n).Leme 5.6 Che e sedi f une funzion derivabil n voltis, 
un derivadis 
ontinuis, inun 
ir
ondari di x0 e f (k)(x0) = 0 par k = 0; 1; : : : ; n. Alore f 2 o((x� x0)n).Dimostrazion:Cjap��n in 
onsiderazion il limit seguintlimx!x0 f(x)(x� x0)n :



5.3. STUDI DI FUNZIONS 53Dal moment 
he f(x) ! 0 par x ! x0 il limit al 
jape la formeindeterminade 0=0 e si pues apli
â l'Hôpital:limx!x0 f(x)� f(x0)(x� x0)n = limx!x0 f 0(x)n(x� x0)n�1o vin an
jem�o une forme indeterminade e, lant indevant a apli
âl'Hôpital, nus venlimx!x0 f(x)(x� x0)n = : : : = limx!x0 f (k)(x0)n(n� 1) : : : (n� k + 1)(x� x0)n�k= : : : = limx!x0 f (n)(x0)n! = 0 2E risulte alore la formule di Taylor 
ul rest di Peanop(x) = f(x0) + nXk=1 fk(x0)k! (x� xk0) +Rn(x):5.3 Studi di funzionsPar studi di une funzion reâl si intint la ri
er
je des informazions ne
essariis ari
ostrû�nt il 
ompuartament e il gra�
. Pal solit, tal studi di une funzion f(x), sidomande di:� stabil̂� l'insiemit di de�nizion di f(x) e lis sôs eventuâls propietâts parti-
olârs2;� 
al
olâ lis intersezions di f(x) 
ui as 
artesians e, eventualmentri, studiântil segn;� studiâ il 
ompuartament de funzion ae frontiere dal so insiemit di de�nizion;� determinâ eventuâi ponts di massim e minim3;� s
rivi l'e
uazion dai eventuâi asintots4 de funzion.2simetrie, periodi
itât et
.3e an
je i eventuâi ponts di 
es, ven a stâi i ponts li 
he la 
on
avitât de funzion f(x)e 
ambie. La 
on
avitât di une funzion si pues rigjavâ dal segn de sô derivade se
onde.In parti
olâr, f 00(x0) � 0 se e dome se f in x0 e je 
onvesse (ven a stâi e �a 
on
avitâtviers l'alt). E, in mût anali
, f 00(x0) � 0 se e dome se f in x0 e je 
on
ave (ven a stâi e �a
on
avitât viers il bas). Di 
hes
j risultâts no vin ripuartât la dimostrazion.4intuitivementri, l'asintot di une funzion reâl e je une rete tangjent ae funzion a l'in�n̂�t.



54 CJAPITUL 5. STUDI DI FUNZIONS REÂLSCriteris pe ri
er
je dai ponts di massim e minimO dar��n 
um�o la dimostrazion di doi 
riteris pal studi di funzions.Teoreme 5.7 (
riteri di monotonie) Che e sedi f une funzion 
ontinue soreun interval sierât [a; b℄ e derivabil sore l'interval viert (a; b). Alore f e je 
ressintsore [a; b℄ se e dome se f 0(x) � 0 par ogni x 
he i parten a (a; b).Dimostrazion:Pal teoreme di Lagrange 5.3 o savin 
he, une volte dâts a � x1 � x2 �b, al vâl f(x2)� f(x2) = f 0(
)(x2 � x1):Viodût 
he f 0(
) � 0 al ven 
he f(x2) � f(x1), ven a stâi la tesi. Di
hê altre bande f 0(
) � 0 par x 2 (a; b) si �a 
hef 0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)h � 0:dal moment 
he f(x+ h)� f(x) � 0 par h � 0. 2Al �e 
lâr an
je 
he di 
hest 
riteri al ven pul̂�t 
he f e je de
ressint in [a; b℄ se edome se f 0(x) e je negative sore (a; b).Teoreme 5.8 (
riteri pai minims e pai massims) Che e sedi f une funzionde�nide sore [a; b℄ e 
he al sedi x0 2 (a; b) un pont di massim o di minim relat̂�fpar f , se f e je derivabil in x0, aloref 0(x0) = 0:Dimostrazion:Se x0 al �e pont di massim relat̂�f, alore al esist un 
ir
ondari (x0 �Æ; x0 + Æ) di x0 al�� 
he, par ogni numar reâl h 
he al �e plui pi�
ul invalôr assolût di Æ, al risulte 
hef(x0) � f(x0 + h):Cal
ol��n 
um�o la derivade diestre e �
ampe di f in x0:(1) h al �e posit̂�f, aloref 0(x0) = limh!0+ f(x0 + h)� f(x0)h � 0:



5.3. STUDI DI FUNZIONS 55(2) h al �e negat̂�f, aloref 0(x0) = limh!0� f(x0 + h)� f(x0)h � 0:Dal moment 
he in x0 la funzion f e je derivabil, il limit diestri e 
hel�
amp a �an di 
oin
idi e dun
je f 0(x0) = 0. 2Ri
er
je di asintotsSier��n 
heste pi�
ule sezion tornant su la ri
er
je di eventuâi asintots de nestrefunzion f(x). Che e sedi f(x) la nestre funzion, D il so insiemit di de�nizion, r(x)un so eventuâl asintot e x0 la assisse dal pont di tangjen
e di f e r. A son dôspussibilitâts:� x0 al �e �n̂�t. Dal moment 
he r al �e, par ipotesi, un asintot di f , nus ven
he r e je la rete de forme x = x0:In 
hest 
âs si d̂�s 
he r al �e un asintot verti
âl di f . Not��n in plui 
he, palstes mot̂�f, x0 nol parten a D e 
he limx!x0 f(x) al �e in�n̂�t.� x0 nol �e �n̂�t. Alore x0 no i parten a D. Che al sedi r(x) = mx+ q. Dun
je,pe de�nizion stesse di limit di funzion e di asintot, al var�a di seilimx!1 f(x)� (mx+ q) = 0e 
uindi 0 = limx!1 f(x)�mx+ qx = limx!1 f(x)x �me alore al var�a di jessi5 m = limx!1 f(x)xq = limx!1 f(x)�mx:Se m = 0, si d̂�s 
he r al �e un asintot orizontâl di f e al sar�a de former(x) = qdul�a 
he q = limx!1 f(x). Se m al �e un gjeneri
 valôr �n̂�t, r al ven 
lamâtasintot obli
ui di f .5Not��n 
he se limx!1 f(x) =1 apli
ant l'Hôpital al ven limx!1 f(x)x = limx!1 f 0(x).Se per�o la funzion no �a limit o lu �a �n��t e pues vê dist�es un asintot, par esempli f(x) =sin(x2)=x+ x al �a 
ome asintot r(x) = x.



56 CJAPITUL 5. STUDI DI FUNZIONS REÂLS5.4 Eser
izis1. Veri�
â 
he a valin(a) ex = 1 + x+ x2=2 + : : : + xn=n! + o(xn)(b) sin(x) = x� x3=3! + x5=5! � : : :+ (�1)nx2n+1=(2n+ 1)! + o(x2n+1)(
) 
os(x) = 1� x2=2 + x4=4!� : : :+ (�1)nx2n=(2n)! + o(x2n)2. Cal
olâ, doprant il teoreme di De l'Hôpital, i limits:(a) limx!0 log(12x4+1)x(b) limx!0+ log 15xlog 3x23. Cal
olâ i seguints limits(a) limx!0 sin(x2)�x2x tan(x5)(b) limx!0 ex2�e�x2
os(x)�1(
) limx!0 exp� sin(x)x �1�x2 sin(x)(d) limx!�=2 sin(x)�1
os(x)(ex�pe�)4. Dimostrâ 
he par ogni a, b 2 R la funzion f(x) = x2 + ax+ b no �a asintots.5. Cjatâ i asintots des funzions(a) f(x) = 3x2+4xx+1(b) f(x) = x2�1x2+4x+36. Studiâ lis funzions(a) f(x) = x4(b) f(x) = x3 + 5(
) f(x) = x3 � 3x



5.4. ESERCIZIS 577. Studiâ lis funzions seguintis:(a) f(x) = x33(x+2)(b) f(x) = ar
sin( 22+
osx)(
) f(x) = xx2+5(d) f(x) = x1+e 1x(e) f(x) = (x� 1) 1x�2(f) f(x) = x log x1+x(g) f(x) = x log jx� 1j8. Dimostrâ 
he l'e
uazion 
osx = x e �a une uni
he soluzion.9. D�̂ tropis soluzions 
he a �an lis e
uazions seguintis:log xx = 1=3; xe�x2=2 = 1=p3; ar
tan(xe1=x) = 3=2:
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Cjapitul 6Teorie de integrazionL'integrazion di funzions e rive a meti in 
orelazion doi problemis 
he a somein inprin une vore diferents: il 
al
ul di areis (an
je no gjeometri
hementri elementârs)e la ri
er
je di un operadôr inviers a 
hel di derivazion.6.1 Integrazion seont RiemannS
omen
��n frontant il probleme dal 
al
ul di areis. Che e sedi f une funzionde�nide sore l'interval [a; b℄ de rete reâl. Par 
omoditât di resonament supon��n
ha la nestre funzion e sedi a valôrs posit̂�fs e doman��nsi trop 
he e vâl la aree 
hee sta sot dal gra�
 de funzion. Par 
al
olâle divid��n l'interval [a; b℄ intune partizionP di n intervaluts I1; I2; :::; In e, par ognidun di 
hes
j, 
onsider��n il massim e ilminim de funzion (
he o indi
ar��n in mût rispet̂�f 
ui simbui Hi e hi) e segn��n 
unai la lungje
e di Ii. L'aree de regjon aprossimade 
ui minims e vignar�a segnade
ul simbul ZP f(x)dx = nXi=1 aihie 
hê aprossimade 
ui massims le segnar��n 
ul simbulZ P f(x)dx = nXi=1 aiHi:Che al sedi 
um�o P l'insiemit di dutis lis partizions dal interval [a; b℄. Che asedin A = fRP f(x)dx jP 2 Pg e B = fR P f(x)dx jP 2 Pg. Al �e fa
il di viodi 
hesupA � inf B. Di fat 
he a sedin P1 e P2 dôs partizions, e P1;2 une partizion plui59
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f(x)

aiFigure 6.1: l'integrâl de�n̂�t.�sse di dutis dôs, alore al ven pul̂�t 
heZP1 f(x)dx � ZP1;2 f(x)dx � Z P1;2 f(x)dx � Z P2 f(x)dx:Cum�o, se al su
êt 
he supA = inf B = k, si d̂�s 
he la funzion f e je integrabil talinterval [a; b℄ e si s
r̂�f Z ba f(x)dx = k:Il valôr de nestre aree al ven 
lamât integrâl de�n̂�t di f(x) in [a; b℄ e al sar�a alore,par 
ostruzion, 
ompagn a k. Par de�nizion o segnar��nZ ab f(x)dx = �Z ba f(x)dx:No dutis lis funzion a son integrabilis. Un famôs esempli di funzion no integrabilal �e 
hel de funzion di Diri
helet: la funzion 
 di Diri
helet, de�nide sul interval[0; 1℄, e vâl 0 par x 
he i parten a [0; 1℄ e 
he al �e un numar razionâl, e 1 par x
he i parten a [0; 1℄ e nol �e un numar razionâl. Sielzude une 
ualsisei partizion Pdal interval o var��n simpri 
he R P 
(x)dx = 1 e RP 
(x)dx = 0. ven a stâi 
 no jeintegrabil.



6.2. PROPIETÂTS DAI INTEGRÂI DEFINÎTS 616.2 Propietâts dai integrâi de�n̂�tsTeoreme 6.1 Ogni funzion 
ontinue intun interval [a; b℄ de rete reâl e je an
jeintegrabil in [a; b℄.Dimostrazion:Che e sedi f une funzion 
ontinue in [a; b℄, par il teoreme di Heine-Cantor 3.3 alore f e sar�a an
je uniformementri 
ontinue in [a; b℄. Vena stâi, par ogni sielte di un numar reâl posit̂�f � pi�
ul a plasê, al esistun numar reâl Æ tâl 
he se jx1 � x2j < Æ, alore jf(x1) � f(x2)j < �.Cjap��n in 
onsiderazion 
um�o une gjeneri
he partizion P dal interval
ostituide di n intervaluts dal gjenar Ii = [xi; xi+1) 
un jxi+1�xij < Æ esegn��n 
un hi e Hi in maniere rispetive il minim e il massim de funzionf tal intervalut Ii de nestre partizion. Al �a di jessi jHi � hij < � edun
jeZ P f(x)dx� ZP f(x)dx = nXi=1 jxi+1 � xij(Hi � hi) � (b� a)�:Dun
je par � 
he al tint a zero nus ven la tesi. 2Osservazion 6.2 Une funzion 
he e je divierse di une funzion integrabil domepar numar �n̂�t di ponts e je an
je jê integrabil.Dimostrazion:Di fat, se lis dôs funzion a son diferentis dome intun numar �n̂�t diponts, 
ul tindi des partizions a jessi simpri plui �ssis, la diferen
ejenfri i integrâi superiôrs e inferiôrs e tint a zero. 2Teoreme 6.3 Che a sedin f e g dôs funzions integrabilis sore l'interval [a; b℄ derete reâl e 
 une 
ostant, alore a valin lis formulisZ ba 
f(x)dx = 
Z ba f(x)dxZ ba (f + g)(x)dx = Z ba f(x)dx+ Z ba g(x)dx:



62 CJAPITUL 6. TEORIE DE INTEGRAZIONDimostrazion:(a) Che e sedi P une gjeneri
he partizion dal nestri interval di inte-grazion. Alore ZP 
f(x)dx = 
ZP f(x)dxZ P 
f(x)dx = 
Z P f(x)dx:Jessint f(x) integrabil e ven la tesi.(b) Che al sedi I un gjeneri
 intervalut de partizion P . AloremaxI f +minI g � maxI (f + g):Dun
je al ven Z P f + Z P g � Z P (f + g)e 
un resonament anali
 nus venZP f + ZP g � ZP (f + g):Dal moment 
he f e g a son integrabilis nus ven pul̂�t la tesi. 26.3 Integrazion e derivazionTeoreme 6.4 (teoreme fondamentâl dal 
al
ul integrâl) Che e sedi la fun-zion f integrabil e 
ontinue sore l'interval [a; b℄ de rete reâl, e x un element di
hest interval. Cun di plui segn��nF (x) = Z xa f(t)dt:Alore F 0(x) = f(x):Dimostrazion:Cal
ol��n il rapuart in
rementâl de funzion F (x):F (x+ h)� F (x)h = R x+ha f(t)dt� R xa f(t)dth = R x+hx f(t)dth :



6.3. INTEGRAZION E DERIVAZION 63Al �e 
lâr 
he1h(h �min[a;b℄ f(x)) � R x+hx f(t)dth � 1h(h �max[a;b℄ f(x)):Dun
je al esist un numar 
h 
he al fâs part dal interval [x; x + h℄, tâl
he f(
h) = R x+hx f(t)dth :Di 
hê altre bande, 
uant 
he h al tint a zero o vin 
he 
h al tint a x.Dun
je f(x) = limh!0 f(
h) = limh!0 R x+hx f(t)dth :Ven a stâi la tesi. 2De�nizion 6.5 Che a sedin f e F dôs funzions de�nidis sul interval [a; b℄ derete reâl. Se F 0(x) = f(x) alore F si d̂�s primitive di f . L'insiemit di dutis lisprimitivis al ven 
lamât integrâl inde�n̂�t de funzion f e si segne 
ul simbulZ f(x)dx:Il teoreme 6.4 al �e une vore impuartant par
�e 
he nus d̂�s in buine sostan
e 
hel'operadôr integrazion al �e inviers dal operadôr derivazion. Chest nus permet di
al
olâ 
un fa
ilitât lis primitivis di un 
iert numar di funzions fondamentâls.Proposizion 6.6 Se dôs funzions F (x) e G(x), de�nidis sul interval [a; b℄ de retereâl, a son dutis dôs primitivis de funzion f(x), aloreG(x) = F (x) + 
dul�a 
he 
 e je une 
ostant.Dimostrazion:Segn��n F (x)�G(x) = H(x):Alore, dal moment 
he F e G a son primitivis di f ,H 0(x) = f(x)� f(x) = 0:



64 CJAPITUL 6. TEORIE DE INTEGRAZIONDun
je, pal teoreme di Lagrange, apli
ât tal interval [a; x℄, o vin 
heal esist un element t dal nestri interval tâl 
heH(x)�H(a) = H 0(t)(x� a) = 0:Dun
je H(x) = H(a) par ogni x 
he i parten a [a; b℄, ven a stâi H(x)e je la nestre 
ostant 
. 2Dun
je lis primitivis di une funzion a son in�nidis, ma a diferissin dome par une
ostant.Teoreme 6.7 (formule fondamentâl dal 
al
ul integrâl) Che e sedi F uneprimitive de funzion f de�nide sul interval [a; b℄ de rete reâl e al�� 
ontinue eintegrabil. Alore Z ba f(t)dt = F (a)� F (b):Dimostrazion:Che al sedi p un pont dal interval di integrazion. Par 6.4, la funzionG(x) = Z xp f(t)dte je une primitive di f(x). Dun
je par 6.6,F (x) = G(x) + 
dul�a 
he 
 e je une 
ostant. AloreF (b)� F (a) = Z bp f(t)dt+ 
� Z ap f(t)dt� 
 == Z pa f(t)dt+ Z bp f(t)dt = Z ba f(t)dt:ven a stâi la tesi. 2Viod��n 
um�o une te
ni
he parti
olâr di integrazion, 
he e pues stâ ben 
ognossi:Teoreme 6.8 (di integrazion par parts) Che a sedin f e g dôs funzions deri-vabilis e integrabilis, alore Z fg0 = fg � Z f 0g:



6.4. INTEGRÂI IMPROPIS 65Dimostrazion:La derivade dal prodot e je(fg)0 = f 0g + fg0:Dun
je integrant di dutis dôs lis bandis o vinfg = Z f 0g + Z fg0:ven a stâi la tesi. 26.4 Integrâi impropisNo du
j i 
âs di integrazion di funzions a rientrin te teorie de integrazion di Rie-mann. Par esempli 
e su
edial se si 
̂�r di integrâ une funzion intun interval in�n̂�tsi
u [a;1)? La teorie di Riemann no rispuint a 
hestis domandis, o svilupar��nalore un ampliament de nestre teorie 
he nus permeti di 
al
olâ (
uant 
he al �epussibil) 
hes
j integrâi, 
he a vegnin 
lamâts impropis.De�nizion 6.9 Che e sedi f une funzion de�nide suntun interval [a; b) de retereâl (eventualmentri al pues an
je jessi b =1), e integrabil in ogni interval [a; t℄
un t < b. Alore, la funzion f e ven 
lamade lo
almentri integrabil tal interval[a; b℄. Cun di plui, par de�nizion,Z ba f(x)dx = limt!b Z ta f(x)dx:Se il limit al esist �n̂�t, si d̂�s 
he la funzion e je integrabil in mût impropi talinterval [a; b℄.Teoreme 6.10 Che e sedi f une funzion no negative de�nide sore [a;1). Alore,se limx!1 f(x) 6= 0o vin 
he R1a f(x)dx al diver�
.Dimostrazion:Dal moment 
he il limit di f par x 
he al va a l'in�n̂�t al �e diferent dizero, al �a di esisti un numar k posit̂�f tâl 
he, par t numar �n̂�t avondegrant, al vâl Z ta f(x)dx > Z ta kdx:



66 CJAPITUL 6. TEORIE DE INTEGRAZIONAlore, passant al limit par t 
he al tint a in�n̂�t, o vin 
helimt!1Z ta kdx = k limt!1Z ta dx = k limt!1[x℄ta = k limt!1(t� a) =1:Dun
je an
je l'integrâl di f su [a;1) al �a di diverzi. 2Teoreme 6.11 (dal 
onfront) Che e sedi f une funzion no negative, lo
almentriintegrabil tal interval [a; b℄ de rete reâl. Se e esist une funzion g no negative,integrabil in [a; b℄, e 
un f � g in [a; b), alore R ba f(x)dx al 
onver�
.Dimostrazion:Al �e 
lâr 
he, par ogni t < b, al vâl0 � Z ta f(x)dx � Z ta g(x)dx:Passant al limit, par t 
he al tint a b, nus ven la tesi. 2Teoreme 6.12 (dal 
onfront asintoti
) Che e sedi f une funzion no negative,lo
almentri integrabil tal interval [a; b℄ de rete reâl, e g une funzion de�nide in[a; b) tâl 
he limx!b f(x)g(x) = l
un l numar posit̂�f �n̂�t. Se R ba g(x)dx al 
onver�
, alore an
je R ba f(x)dx al 
onver�
.Dimostrazion:Par ipotesi nus ven 
he, par ogni sielte di � reâl pi�
ul a plasê, al esistun Æ posit̂�f tâl 
he, par ogni x 
he al diste di b man
ul di Æ, al vâl�� � f(x)g(x) � l � �:Dun
je (l � �)g(x) � f(x) � (�+ l)g(x):Alore al �e 
lâr 
he, par 6.11, se R ba g(x)dx al 
onver�
, alore al 
onverzar�aan
je R ba f(x)dx. 2



6.4. INTEGRÂI IMPROPIS 67Osserv��n, in mût anali
, 
he se R ba g(x)dx al diver�
, alore an
je R ba f(x) al diver�
.Teoreme 6.13 Che e sedi f une funzion no negative de�nide su [a;1). SeR1a f(x)dx al 
onver�
, alore limx!1 f(x) = 0:Dimostrazion:Se, par assurt, nol fos 
uss��, e dun
jelimx!1 f(x) = l 6= 0al sar�es limx!1 f(x)l = 1:Ma, par 6.12, R1a f(x)dx al var�es di diverzi. E 
hest al va 
uintri lisnestris ipotesis. 2Teoreme 6.14 (dal valôr assolût) Che e sedi f une funzion lo
almentri inte-grabil tal interval [a; b℄ de rete reâl. Se R ba jf(x)jdx al 
onver�
, alore an
je R ba f(x)dxal 
onver�
.Dimostrazion:Che e sedi f+(x) la funzion (
lamade part positive di f) 
he e vâljf(x)j dul�a 
he f e je positive, e zero inaltr�o. In maniere analoghe,
he e sedi f�(x) la funzion (
lamade part negative di f) 
he e vâljf(x)j dul�a 
he f e je negative e zero inaltr�o. Al �e 
lâr 
hejf(x)j = f+(x) + f�(x)f(x) = f+(x)� f�(x):Cun di plui jf(x)j � f+(x) e jf(x)j � f�(x), dun
je se al 
onver�
R ba jf(x)j a �an di 
onverzi an
je i integrâi impropis de part positive ede part negative di f . Alore, dal moment 
heZ ba f(x)dx = Z ba f+(x)dx� Z ba f�(x)dxo vin la tesi. 2



68 CJAPITUL 6. TEORIE DE INTEGRAZION6.4.1 Tabele di integrazionVe 
hi un ristret des primitivis di funzions fondamentâls:1. R axbdx = a xb+1b+1 + 
2. R 1x dx = log jxj+ 
3. R exdx = ex + 
4. R sinx dx = � 
os x+ 
5. R 
os x dx = sinx+ 
6. R sin2 x dx = x�
osx sinx27. R 
os2 x dx = x+
os x sin x28. R 1
os2 x dx = R (1 + tan2 x) dx = tan x+ 
9. R tanx dx = � log j 
os xj+ 
10. R 1pk2�x2 dx = ar
sin xk + 
11. R �1pk2�x2 dx = ar

os x+ 
12. R 11+x2 dx = ar
tan x+ 
6.5 Eser
izis1. Che e sedi f une funzion a valôrs reâi de�nide su un sotinsiemit di R e liderivabil. Che e sedi g(x) = f 0(x)f(x) :



6.5. ESERCIZIS 69Dimostrâ 
he Z g(x)dx = log jf(x)j+ 
:2. Dimostrâ 
he l'integral notevul Z (tan x)dxal �a par primitive 
hê ripuartade in tabele.3. Dimostrâ, doprant l'integrazion par parts, 
he i integrâi notevuiZ sin2 xdx; Z 
os2 xdx:a �an lis primitivis ripuartadis in tabele.4. Cal
olâ lis primitivis dai integrâi seguints(a) R (x5 + 3x2 + 37x + 2) dx(b) R xex2dx(
) R x log(x)dx(d) R sin(x) 
os(x)dx(e) R [sin(3x + 2) + e5x℄dx(f) R x2+1x3+3x+15dx(g) R 1x2+2x+2dx(h) R 1px(2�x)dx:5. Cal
olâ il valôr dai integrâi(a) R 10 24x2+4x+1dx(b) R 21 x4�2x3+4x2�6x+1x3+3x dx



70 CJAPITUL 6. TEORIE DE INTEGRAZION6. Cal
olâ il valôr de aree determinade dal as des assissis e de funzionf(x) = x3 � 3x2 + 3x� 1tal interval [0; 2℄ de rete reâl.7. Cal
olâ, doprant l'integrazion par parts,Z xexdx:8. Cal
olâ la derivade des funzions(a) f(x) = R x0 sin(t2)dt(b) f(x) = R 5x e�t2dt(
) f(x) = R 2+x�x tan(log(t))dt(d) f(x) = R ex�x2 sin(
os(t))dt9. Cal
olâ limx!+1 R x0 ar
tan(t2)dtx :10. D�̂ par 
uâi � 2 R l'integrâl R 10 x�dx al 
onver�
 e par 
uâi � 2 R l'integrâlR +11 x�dx al 
onver�
.11. Cal
olâ, se al esist, l'integrâl Z �4��4 tanxj sinxj 12 dx:12. Studiâ la funzion F (x) = xZ x0 t2et2 dt:13. Determinâ se a 
onverzin i integrâiZ 10 log xex2 dx; Z 0�1 x2e3x2 dx:



Cjapitul 7La teorie des seriis numeri
hisConsider��n une su
ession an 
un tiermins reâi. La sume SN dai prins N tierminse ven 
lamade sume parziâl N -esime di an:SN = NXn=0 an:La su
ession des sumis parziâls e ven 
lamade serie asso
iade ae su
ession an. Parde�nizion o vin 
he 1Xn=0 an = limN!1SN :Se il limit al �e �n̂�t, si d̂�s 
he la serie e 
onver�
.Proposizion 7.1 Se la serie P1n=0 an e 
onver�
, alore an e tint a zero par n 
heal tint a in�n̂�t.Dimostrazion:Di fat al �e aN+1 = SN+1 � SN :Alore limN!1aN+1 = limN!1SN+1 � limN!1SN = 0:Ven a stâi la tesi. 271



72 CJAPITUL 7. LA TEORIE DES SERIIS NUMERICHIS7.0.1 La serie gjeometri
heChe al sedi x un numar reâl, alore la sô serie gjeometri
he asso
iade e je1Xk=0 xk = 1 + x+ x2 + :::Il limit de su
ession asso
iade xk al �e diverzint se jxj al �e plui grant in mût strentdi 1, al �e 1 se x = 1 e nol esist se x = �1, du
je par 
hes
j valôrs di x la seriegjeometri
he e diver�
. Supon��n alore 
he jxj < 1. La sume parziâl n-esime e sar�aSn = 1 + x+ x2 + :::+ xn = 1� xn+11� x :Par
�e 
he nus ven de algjebre la formule(1� xn) = (1� x)(1 + x+ :::+ xn):Alore limn!1 1� xn+11� x = 11� x
uant 
he jxj < 1. Dun
je in stru
1Xk=0 xk = 11� x (jxj < 1):7.1 Seriis 
un tiermins no negat̂�fsA son 
hês seriis dul�a 
he la su
ession di parten
e e �a du
j i tiermins no negat̂�fs.Al �e 
lâr 
he lis seriis no negativis a son an
je su
essions monotonis 
ressintis, edun
je a �an simpri limit, �n̂�t o ben in�n̂�t. Un esempli 
lassi
 di serie no negativee je la serie seguint: 1Xk=0 kk + 1 = 0 + 12 + 23 + :::Cal
ol��n il limit de su
ession asso
iadelimk!1 kk + 1 = 1:Dun
je par 7.1 la serie e je diverzint.



7.1. SERIIS CUN TIERMINS NO NEGATÎFS 737.1.1 Criteris di 
onvergjen
e: il 
riteri dai integrâiTeoreme 7.2 (
riteri dai integrâi) Che e sedi P1n an une serie a tierminsposit̂�fs, 
 un numar naturâl, e f(x) une funzion de�nide sul interval [
;1),
ontinue, monotone e de
ressint, tâl 
hef(k) = akpar ogni k numar naturâl plui grant o 
ompagn di 
. Alore, la serie e 
onver�
 see dome se Z 1
 f(x)dx <1:Dimostrazion:Al �e 
lâr 
he, par k numar naturâl plui grant di 
, al vâlak�1 � Z k+1k f(x)dx � ak:Ven a stâi Z 1
 f(x)dx � 1Xn=
 an � Z 1
�1 f(x)dxDi 
heste relazion e ven pul̂�t la nestre tesi. 27.1.2 Lis seriis armoni
he e armoni
he gjeneralizadeConsider��n 
um�o la serie 1Xk=1 1k
he e je 
lamade serie armoni
he. Doprant 7.2 nus ven 
heZ 11 1xdx = limt!1[log jxj℄t1 = limt!1 log jtj =1dun
je, la serie armoni
he e diver�
.La serie armoni
he e pues jessi gjeneralizade par mie�
 di un parametro reâl pdiferent di 1: 1Xn=1 1xp :



74 CJAPITUL 7. LA TEORIE DES SERIIS NUMERICHISDoprant an
je 
hi 7.2 nus ven:Z 11 1xpdx = limt!1Z t1 x1�p1� p = limt!1 t1�p1� p � 11� pse p < 1 l'integrâl al diver�
, se invezit p > 1 l'integrâl al 
onver�
 e par 
onse
uen
ean
je la serie.7.1.3 Altris 
riteris di 
onvergjen
eTeoreme 7.3 (
riteri dai in�nitesims) Che e sedi an une su
ession a tierminsno negat̂�fs. Che al sedi p un numar reâl tâl 
helimn!1npan = l
un l stretamentri posit̂�f e �n̂�t. Alore:1) se l > 1, la serie P1n an e 
onver�
.2) se l � 1, la serie P1n an e diver�
.Dimostrazion:1) Pes ipotesis, al �a di esisti un numar naturâl N tâl 
he, par n > N ,al vâl jnpan � lj < 1ven a stâi 0 � an � l + 1npdun
je, dal moment 
he par p > 1 o vin 
he la serie1Xn l + 1npjessint une serie armoni
he gjeneralizade, e �a di 
onverzi, nus ven an
je
he la serie P1n an e 
onver�
.2) In mût anali
 al �a di esisti un numar naturâl N 0 tâl 
he, par n > N 0,nus ven jnpan � lj < l2 :Ven a stâi l2np < an:Alore, dal moment 
he p � 1 la serie1Xn=1 l2np



7.1. SERIIS CUN TIERMINS NO NEGATÎFS 75e je diverzint e dun
je P1n=1 an e diver�
. 2Teoreme 7.4 (
riteri dal rapuart) Che e sedi an une su
ession a tiermins posit̂�fs,e limn!1 an+1an = l:Alore la serie asso
iade 1Xn ane 
onver�
 se l < 1, e invezit e diver�
 se l > 1.Dimostrazion:Fissât un numar reâl � pi�
ul avonde par 
he al sedi jl� 1j > �, al �a diesisti un indi�
 naturâl N tâl 
he, par n > N , al venl � � � an+1an � l + �:Che al sedi alore k un numar naturâl plui grant di N :1) Che al sedi l > 1, alore, par ogni sielte di t numar naturâl, o vinak+t � ak+t�1(l � �) � ak+t�2(l � �)2::: � (l � �)tak:Dun
je al risulte 1Xn=t ak+n � 1Xn=t(l � �)nak:Il se
ont membri de dise
uazion al diver�
 par
�e 
he al �e une serie gjeo-metri
he 
un l � � > 1.2) Che al sedi invezit l < 1, alore, in mût dal dut anali
, par ognisielte di t numar naturâl, o vin 
heak+t � (l + �)tak:Dun
je al salte fûr 
he1Xn=t ak+n � 1Xn=t(l + �)nak:Cheste volte il se
ont membri de dise
uazion al 
onver�
, par
�e 
he(l + �) < 1. 2



76 CJAPITUL 7. LA TEORIE DES SERIIS NUMERICHISAtenzion: se al su
êt 
he limn!1 anan+1 = 1no sav��n d̂� nuie dal 
ompuartament de serie asso
iade. Ve doi esemplis une voresigni�
at̂�fs: la serie armoni
he 1Xn an = 1Xn 1ne diver�
, 
ome 
he o vin viodût, malimn!1 anan+1 = limn!1 n�1(n+ 1)�1 = 1:Di 
hê altre bande, la serie armoni
he gjeneralizade1Xn an = 1Xn 1n2e 
onver�
 e o vin simpri limn!1 anan+1 = limn!1 (n+ 1)2n2 = 1:Teoreme 7.5 (
riteri de lidr̂�s) Che e sedi an une su
ession no negative e 
heal sedi limn!1 npan = l
un l diferent di 1. Alore, la serie asso
iade e 
onver�
 se l < 1 e e diver�
 se l > 1.Dimostrazion:La dimostrazion e je simile a 
hê di 7.4. Di fat 
he al sedi � un numarreâl tâl 
he jl � 1j > �:Alore, al esist un indi�
 N 
he, par n > N , al vâlj npan � lj � �ven a stâi (l � �) � npan � (l + �):Che al sedi k un numar naturâl plui grant di N , e l > 1. Dun
je nusven 
he (l � �) > 1, alore (l � �)k � ak:



7.1. SERIIS CUN TIERMINS NO NEGATÎFS 77Dun
je al risulte 1Xn=k(l � �)k � 1Xn=k ak:Cum�o il prin membri de dise
uazion al diver�
, par
�e 
he si trate diune serie gjeometri
he 
un (l � �) > 1, dun
je la serie asso
iade aenestre su
ession e diver�
.Il 
âs l < 1 si fâs in mût anali
 doprant la dise
uazionnpan � (l + �):Al ven 
he, par k plui grant di N ,ak � (l + �)kven a stâi 1Xn=k ak � 1Xn=k(l + �)kma 
heste volte il se
ont membri de dise
uazion al 
onver�
, par vie
he (l + �) < 1. 2Atenzion: tal 
âs 
he l = 1 no sav��n nuie dal 
ompuartament de funzion.Teoreme 7.6 (
riteri dal 
onfront asintoti
) Che e sedin an e bn dôs su
es-sions no negativis. Cun di plui 
he al sedilimn!1 anbn = l
un l posit̂�f in mût strent e �n̂�t. Alore, il 
ompuartament de serie asso
iade aesu
ession an al �e 
hel stes de serie asso
iade a bn.Dimostrazion:Fissât un � pi�
ul a plasê, par n plui grant di un 
iert valôr N , o vin
he janbn � lj � �:Che al sedi k un numar naturâl plui grant di N , alore nus ven 
he(l � �)bk � ak � (l + �)bk



78 CJAPITUL 7. LA TEORIE DES SERIIS NUMERICHISpassant aes seriis asso
iadis, nus ven1Xn=k bk(l � �) � 1Xn=k ak � 1Xn=k bk(l + �):Ven a stâi la tesi. 27.2 Lis seriis a segn alterniLis seriis a segn alterni, a son 
hês seriis dul�a 
he no son plui vin
ui di positivitâtsul segn di ogni singul element de su
ession. Ta 
hestis seriis o vin une alternan
edi tiermins posit̂�fs e negat̂�fs. Ve 
hi un esempli di serie a segn alterni.7.2.1 La serie teles
opi
heLa serie teles
opi
he o ben di Mengoli, si 
ostru��s a part̂� di une su
ession bn 
hee tint a di un limit �n̂�t l. Che e sedi par de�nizionan = bn+1 � bn:La serie teles
opi
he e je la serie asso
iade ae nestre su
ession an. Alore o vin1Xn=0 an = 1Xn=0(bn+1 � bn) = limN!1(bN+1 � bN + bN � :::� b0) = l � b0:7.2.2 Un 
riteri di 
onvergjen
e pes seriis alternisTeoreme 7.7 (di Leibnitz) Che e sedi an une su
ession a tiermins posit̂�fs 
hee tint a zero e 
he je de
ressint de�nitivementri (ven a stâi di un 
iert indi�
indevant). Alore la serie1Xn=1(�1)n+1an = a1 � a2 + a3 � a4 + :::e 
onver�
 a un 
iert valôr �n̂�t S. Cun di plui o vin 
hejSn � Sj < an+1:Ven a stâi o sin bogns di dâ une stime dal erôr 
he o fas��n aprossimant la serie
untune sume parziâl.



7.2. LIS SERIIS A SEGN ALTERNI 79Dimostrazion:Che al sedi k un numar naturâl avonde grant. AloreS2k+2 = S2k + (a2k+1 � a2k+2)dun
je la su
ession des sumis parziâls pârs e je 
ressint. Di 
hê altrebande S2k+1 = S2k�1 � (a2k � a2k+1)e dun
je la su
ession des sumis parziâls dispars e je de
ressint. Cundi plui o vin 
he S2k+1 � S2k = a2k+1 � 0dun
je al risulte S2k+1 � S2k � S2ven a stâi la su
ession S2k+1 al variâ di k e je de
ressint e inferior-mentri limitade, dun
je e 
onver�
. La su
ession S2k e je 
ressint esuperiormentri limitade dal limit de su
ession dispar S2k+1, dun
je e�a di 
onverzi. Lis dôs su
ession a 
onverzin al stes limit, di fatlimk!1S2k+1 � limk!1S2k = limk!1a2k+1 = 0:Alore al risulte 
he1Xn=1(�1)n+1an = limk!1S2k+1 = limk!1S2k = S:Par tant, o vin 
he S2k � S � S2k+1, par ogni k numar naturâl avondegrant. Din 
um�o une stime dal erôr 
he o fas��n aprossimant S 
un Sn:0 � S � S2k � S2k+1 � S2k = a2k+10 � S2k+1 � S � S2k+1 � S2k+2 = a2k+2ven a stâi e vâl la formule jS � Snj � an+1: 2Un esempli di serie alterne dul�a 
he si pues doprâ il 
riteri di Leibnitz e je la seriearmoni
he a segn alterni : Xn=1(�1)n+1 1n:Che 
heste serie e 
onver�
 al ven pul̂�t di 7.7. Une sô stime, a man
ul di un erôrdi 0:25, e je la sume dai prins trê tiemins:S3 = 1 + 12 + 13 = 116 = 1:8333:::



80 CJAPITUL 7. LA TEORIE DES SERIIS NUMERICHIS7.3 La 
onvergjen
e assoludeDe�nizion 7.8 Che e sedi an une su
ession 
un segn 
ualsisei. La su
ession daivalôrs assolûts di an e ven segnade 
ul simbul janj. Se la serie asso
iade1Xn=0 janje 
onver�
, si d̂�s 
he la serie P1n an e je 
onverzint in mût assolût.La 
onvergjen
e assolude e je peade ae 
onvergjen
e ordenarie dal impuartantteoreme 
he al segu��s.Teoreme 7.9 Une serie 
he e 
onver�
 in mût assolût e 
onver�
.Dimostrazion:Consider��n la su
ession an e di 
heste o 
ostru��n altris dôs su
essions.La prime, 
he o segnar��n 
un a+n , e je 
lamade part positive di an, ee vâl ak, 
uant 
he ak al �e posit̂�f e zero inaltr�o. La se
onde, 
he osegnarin 
un a�n , e je 
lamade part negative di an, e e vâl �ak, 
uant
he ak al �e negat̂�f, e zero inaltr�o. Alore al risulte 
hean = a+n � a�n e dun
je SN = S+N � S�N :Cun di plui nus ven 
he0 � a+n � janj e an
je 0 � a�n � janjpar ogni valôr dal indi�
 n. Alore o vin 
he1Xn a+n � 1Xn janj e 1Xn a+n � 1Xn janj:Jessint 
he la serie 1Xn janje 
onver�
 par ipotesi, e visantsi 
helimN!1SN = limN!1S+N � limN!S�Nnus ven la tesi. 2Par esempli la serie 1Xn=1 (�1)nn2e je 
onverzint in mût assolût e dun
je e 
onver�
.



7.4. ESERCIZIS 817.4 Eser
izis1. Studiâ il 
aratar des seriis1Xn=1 ar
tannn2 � 2n ; 1Xn=1 sin(1=n);1Xn=1 sin(n); 1Xn=1(
os(1=n) � 1):2. Studiâ il 
aratar des seriis1Xn=1(�1)n sin(n); 1Xn=1 exp 1n � n;1Xn=1 n!nn ; 1Xn=1(n2e 1n � (n+ 1)n)n:
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